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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ

За двенадцать лет, протекших с момента написания

первого издания, появилось много работ, посвященных

вариационным методам, и изменились некоторые точки зрения.
Часть новых работ освещена в книге [26] автора, вышедшей

в 1966 г.; другие работы, идейно более тесно связанные с

данной книгой, заставили меня внести в новое издание ряд
добавлений; в частности, написаны три новые главы: об

энергетическом методе для только положительных операторов, об

априорной оценке погрешности приближенного решения, о

двусторонних оценках собственных чисел.
В первом варианте настоящей книги, написанном в 1948 г.

и вышедшем в 1950 г. под названием «Прямые методы в

математической физике», вариационные методы строились на базе

теории операторов в гильбертовом пространстве. Изложений этой

теории, достаточно доступных, скажем, для читателя с

техническим образованием, тогда, по-видимому, еще не было, поэтому
в упомянутый вариант была включена глава, в которой были

даны элементы теории операторов.
Через некоторое время мне удалось найти способ изложить

вариационные методы на значительно более элементарной
основе. Так был написан второй вариант

— первое издание
настоящей книги, подготовленное в 1956 г. и вышедшее из печати

в 1957 г.

За прошедшие с тех пор годы произошел ряд изменений.
Повысился уровень математического образования
инженеров-исследователей; одновременно появились более доступные
изложения теории операторов. С другой стороны, хотя по-прежнему
приближенное решение задач математической физики и

механики деформируемых сред является острой необходимостью
для инженеров, но развитие и распространение техники ЭВМ

привело к тому, что фактическое решение таких задач все чаще

осуществляют люди с математическим образованием, знакомые
с функциональным анализом и теорией операторов.
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Ко всему этому следует добавить, что появилось, особенно
за последнее время, много интересных работ, которые не всегда

хорошо укладываются в рамки элементарного изложения.

Перечисленные обстоятельства привели к тому, что я в

значительной мере вернулся к точке зрения первого варианта
книги. В настоящем издании вариационные методы вновь

базируются на теории операторов в гильбертовом пространстве. Мне
показалось удобным для читателя сохранить главу о теории

операторов, но в сильно переработанном и сокращенном виде:
в ней сохранены лишь определения и формулировки основных

теорем и приведены поясняющие примеры, но полностью

исключены доказательства.

Отказ от элементарного изложения позволил включить в

книгу новый важный материал, в основном сконцентрированный
в новых гл. V, VII, IX, но частично содержащийся и в других
главах.

Новое изложение сделало ненужным часть материала
первого издания. Я уже отметил, что сокращается глава о теории
операторов; кроме того, первые две главы старого издания
заменяются одной, посвященной понятию энергетического
пространства.

Из нового издания исключена глава о конечно-разностных
методах. Эта глава содержала обзорный параграф по методу
сеток и несколько параграфов, посвященных «методу прямых».

Метод сеток имеет обширнейшую литературу, и один

обзорный параграф немного даст читателю сегодня. Вместо него в

гл. III введен параграф о вариационно-разностных схемах

метода сеток; в этом параграфе устанавливается связь между
методом- Ритца и некоторыми сеточными схемами; эта. связь,

по-видимому, была впервые установлена Р. Курантом [2].
Что же касается метода прямых, то он не является

вариационным; как теперь ясно, он является предельным случаем
«метода интегральных соотношений», который восходит к

Т. Карману и в последнее время разрабатывался А. А.

Дородницыным и его учениками. Как мне кажется, метод

интегральных соотношений заслуживает того, чтобы о нем написать

особую книгу]
В новом издании по-прежнему теория вариационных

методов строится только для линейных задач. Аналогичная теория
для нелинейных задач изложена в последних главах книги

автора [26].
В предисловии к первому изданию было указано, что для

понимания основного материала книги достаточно знакомства

с тт. 1 и 2 «Курса высшей математики» В. И. Смирнова (они
обозначаются в тексте индексами С1 и С2). Для настоящего
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издания этот список необходимо несколько расширить:
понадобится еще знание элементов линейной алгебры (линейные
преобразования в конечномерных пространствах, матрицы,
квадратичные формы). Необходимые сведения по этим разделам можно

найти в книгах Ф. Р. Гантмахера [1], И. М. Гельфанда [1],
Р. Куранта и Д. Гильберта [1], В. И. Смирнова [1].

Исторический очерк несколько расширен. Помимо работ,
вышедших в промежутке между двумя изданиями, отмечены и

некоторые старые работы, не названные в первом издании.
В частности, кратко излагается содержание интересной работы
Планшереля, о которой я, к сожалению, не знал до последнего

времени.
С. Михлин

Ленинград,
октябрь 1969 г.



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ

Предлагаемая вниманию читателя книга представляет
результат существенной переработки книги автора, вышедшей
в 1950 г. под названием «Прямые методы в математической

физике». Переработка в основном произведена в двух
направлениях. Прежде всего, важнейший из вариационных методов —

энергетический — изложен для основных задач математической

физики на более элементарной математической базе, без
привлечения теории операторов в гильбертовом пространстве.
Более общая точка зрения, естественно возникающая на основе

уже накопленного материала, дается только в гл. VI. Автор
надеется, что такая перестройка изложения сделает книгу

доступной для более широкого круга читателей.

Другое изменение, которое кажется автору весьма важным,
состоит в следующем. За последние несколько лет и у нас, и за

границей появилось много работ, в которых изучается
погрешность приближенного решения. Наличие этих работ позволяет

изложить с необходимой для практики полнотой вопрос об

оценке погрешности приближенного решения, даваемого
энергетическим методом. Этому вопросу, который в книге «Прямые
методы» был только намечен, в настоящей книге отводится

особая большая глава.

Кроме указанных выше коренных изменений, выполнен еще

ряд довольно важных, хотя и не столь значительных переделок.
Автор решил изменить название книги, так как почти вся

она посвящена именно вариационным методам.

Прямым методам, которые не принадлежат к числу

вариационных, а именно конечно-разностным, уделено совсем немного

места: по отношению к методу сеток, хорошо освещенному в

монографической литературе, автор ограничился перечислением
основных результатов и литературными ссылками; что же

касается «метода прямых», то он изложен только применительно
к уравнению Лапласа и к бигармоническому уравнению. В

таком виде метод прямых изложен лишь в журнальных статьях,

поэтому автор сохранил соответствующую главу, хотя она и

стоит особняком от остальных глав.

С. Михлин

Ноябрь 1956 г.
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Задачи математической физики, а также теории упругости,
гидродинамики и т. д. обычно сводятся к дифференциальным
уравнениям в частных производных, реже

— к обыкновенным

дифференциальным уравнениям, которые надлежит
интегрировать при соответствующих данной задаче начальных или

краевых условиях. С прикладной точки зрения значительный интерес
представляет вычисление численных, хотя бы и приближенных,
значений искомых величин. Пожалуй, лучше всего для этой

цели приспособлены так называемые прямые методы. Трудно
дать определение, которое точно ограничивало бы эту группу
методов. По определению С. Л. Соболева1) прямыми
называются такие методы приближенного решения задач теории
дифференциальных и интегральных уравнений, которые сводят
эти задачи к конечным системам алгебраических уравнений. Из
числа известных нам это определение является наиболее общим
и полным; мы на нем и остановимся, хотя некоторые из методов,

о которых будет идти речь ниже и которые мы считаем

прямыми, трудно подвести под данное выше определение. Таков,

например, метод Л. В. Канторовича (см. § 18).
В теории и в практике применения прямых методов мы

часто сталкиваемся с одним фактом, имеющим первостепенное
значение. Заключается этот факт в том, что во многих случаях
задачу интегрирования дифференциального уравнения можно

заменить равносильной задачей об отыскании функции,
сообщающей некоторому интегралу наименьшее значение. Задачи
такого типа называются вариационными; таким образом,
упомянутый выше факт заключается в том, что во многих случаях

задачу интегрирования дифференциального уравнения можно

заменить некоторой равносильной вариационной задачей. Так,
например, при обычных краевых условиях можно свести

интегрирование уравнений статической теории упругости к

отысканию минимума потенциальной энергии упругого тела. Методы,

*) См. курс С. Л. Соболева [1], изд. 1-е, 1947.
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позволяющие свести задачу об интегрировании
дифференциального уравнения к равносильной вариационной задаче, носят

общее название вариационных. Наиболее важный из

вариационных методов известен в технической литературе под названием

энергетического. Это название кажется нам удачным, и мы

будем его придерживаться. Подробно об энергетическом методе

будет сказано в гл. III—VI.

Оказывается, что многие прямые методы удобнее применять
не к дифференциальному уравнению непосредственно, а к

равносильной вариационной задаче. Это относится прежде всего

к известному методу Ритца, который является приближенным
методом решения вариационных задач. Сказанным объясняется

та тесная связь, которая существует между прямыми и

вариационными методами.

Исторически впервые вариационный метод был
сформулирован в виде так называемого «принципа Дирихле». Согласно

этому принципу среди всех функций, которые принимают заданные
значения на границе некоторой области й, та функция, которая
сообщает так называемому «интегралу Дирихле»

Q

наименьшее значение, является гармонической bQ1).
Принцип Дирихле широко был использован Риманом в его

работах по теории функций комплексной переменной. Риман
считал очевидным, что функция, сообщающая интегралу
Дирихле наименьшее значение, существует. Это вызвало

критические замечания Вейерштрасса [1], который на простом примере
показал, что наименьшее значение интеграла может и не

достигаться.

Именно, Вейерштрасс рассмотрел следующую задачу2): среди функций,
непрерывных и непрерывно дифференцируемых на отрезке —1 ^ х ^ 1 и

удовлетворяющих на концах этого отрезка условиям

у(-1)--1, у(+\)~+\, (2)

найти ту функцию, которая доставляет наименьшее значение интегралу

+ 1

/ Of) - J* *У2 dx. (3)

Значение интеграла J (у) зависит от выбора функции у(х); очевидно,
Ну) ^0, так что интеграл (3) ограничен снизу (С1,39) и потому имеет

1) Для простоты мы рассматриваем случай плоской задали.
2) Пример Вейерштрасса нами несколько упрощен в несущественных

деталях.
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точную нижнюю границу (С1,42). Докажем, что эта граница равна нулю;
для этого достаточно убедиться, что можно найти такую функцию у(х),
которая удовлетворяет перечисленным выше условиям и которая сообщает

интегралу J (у) значение, меньшее, чем любое наперед заданное
положительное число. Зададим число е > 0 и положим

^ arctg(x/e)
ye arctg(l/e)

'

Очевидно, функция уе непрерывна и непрерывно дифференцируема на от«

резке
— 1 ^ х^.1 и удовлетворяет условиям (2). Далее,

11 1

г / ч Г 2 /2
л ^ f 1 2 , 2\ '2 л в2 Г С/Х 28

/(у,)- J ху, «te< J-(* +ebe ^=

T_f-TI7— J __ =

_^.
-1 -1 -1

Отсюда видно, что J(y£J будет сколь угодно малым, если е достаточно мало.

По определению точная нижняя граница интеграла J (у) равна нулю. Однако
не существует функции, непрерывной и непрерывно дифференцируемой на

отрезке —1 ^ х ^ 1 и удовлетворяющей условиям (2), которая обращала
бы в нуль интеграл J (у). Действительно, пусть J (у) = 0. Так как

подынтегральная функция неотрицательна, то она должна тождественно равняться
нулю. Тогда у'= 0 и у = const, что противоречит условиям (3).

Итак, может случиться, что интеграл не достигает своей

нижней границы и соответствующая вариационная задача тогда не

имеет решения. Это обстоятельство поставило принцип Дирихле
под сомнение.

Значительно позже Адамар дал пример другого рода,

показывающий, что принцип Дирихле может не иметь места по той

простой причине, что гармоническая функция может обращать
интеграл Дирихле в бесконечность. Приведем этот пример.

Нетрудно видеть, что ряд
оо

\1 о22п
и {х, у) = 2j 2^ cos $ "*); х = р cosf}, у = р sin О (4)

равномерно сходится в круге р<^1; его сумма гармонична
внутри этого круга и непрерывна вплоть до контура. Однако

интеграл Дирихле этой функции, взятый по кругу р^<г<1, равен

я2г22я+|->оо.
«=1 г->1

Таким образом, гармоническую функцию (4) нельзя получить
как решение вариационной задачи на основе принципа Дирихле.

Возражения Вейерштрасса привели к тому, что принцип
Дирихле был надолго заброшен. Интерес к этому принципу и

к вариационному методу вообще пробудился опять в начале
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XX в. в связи с работами Гильберта и особенно после того, как

В. Ритц [1] опубликовал в 1908 г. свой прием приближенного
решения минимальных задач; интерес этот был особенно
проявлен представителями прикладных наук, которым метод Ритца
давал в руки удобное орудие для решения задач, до того

совершенно недоступных. Появилось много работ, в которых с

помощью метода Ритца строились приближенные решения тех или

иных задач математической физики. В тех случаях, когда
представлялась возможность сравнить такое приближенное решение
с точным или с результатами эксперимента, совпадение обычно

оказывалось удовлетворительным. Особенно хорошие
результаты получались тогда, когда решалась краевая задача для
обыкновенного дифференциального уравнения.

Ритц излагает свой метод следующим образом. Пусть
поставлена вариационная задача для интеграла

ъ

J{w)= \ f{x, w, w\ w", ..., w{k))dx> (5)
a

Эта задача, как известно, состоит в следующем:
рассматривается некоторый класс функций, обычно называемых

допустимыми; в этом классе следует найти ту функцию, которая
сообщает интегралу (5) меньшее значение, нежели любая другая
допустимая функция.

Зададимся некоторой последовательностью функций

lfr)> Ь> fe •••> *Ф/г> •••. (6)

которую подчиним двум требованиям: 1) при любом
натуральном п и при любых значениях численных коэффициентов
яь «2, ..., ап функция

o^i = Фо + M>i + а2ф2 + ••• + аА (7)

принадлежит к классу допустимых; 2) какова бы ни была

допустимая функция w, можно выбрать натуральное число п и

численные коэффициенты аь а2, ..., ап так, чтобы функция
wn, определяемая формулой (7), достаточно мало отличалась

от функции w. Заметим тут же, что требование 2), обычно
называемое условием полноты, нуждается в более точной

формулировке. Ритц приводит необходимое уточнение для тех

конкретных задач (см. ниже), к которым он применяет свой метод.

Функции (6) Ритц назвал координатными.
В интеграл (5) подставим wn вместо w, тогда /

превращается в функцию чисел аи а2, ..., ап. Выберем эти числа

так, чтобы J{wn) приобрело наименьшее значение; как известно,
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для этого необходимо, чтобы аи #2, ..., ап удовлетворяли

уравнениям

Ярй.^0, Д^>- = о Д^-о. (8)дах
'

да2
> • >

дап v '

Решив уравнения (8) и подставив полученные значения

яь 02, •••> ап в (7), получим функцию wnj которую Ритц

рассматривает как приближенное решение вариационной задачи.

То обстоятельство, что w зависит только от одной
переменной х, не играет, очевидно, никакой роли: вычислительный

процесс развивается так же и в том случае, когда w есть функция
любого числа независимых переменных и, в соответствии с этим,

интеграл /(до) будет кратным.
В общем случае построение приближенного решения wn

наталкивается на довольно значительные вычислительные

трудности, именно, на необходимость решать систему (8). Однако,
если функция / под знаком интеграла (5) есть многочлен

второй степени относительно w и ее производных, то уравнения (8)
оказываются линейными и их решение представляет собой

задачу сравнительно простую. Это имеет место каждый раз, когда

вариационная задача связана с какой-либо линейной задачей
математической физики.

В связи с методом Ритца необходимо разрешить следующий
вопрос: в какой мере можно рассматривать wn как

приближение к истинному решению вариационной задачи? Этот вопрос
об обосновании метода вряд ли можно решить в общем виде.

Ниже, в гл. III—VI, обоснование метода Ритца будет дано для

достаточно широкого класса линейных задач математической

физики и теории упругости.
Сам Ритц хорошо понимал необходимость обоснования

своего метода. В цитированной работе [1] Ритц кратко
формулирует свой метод в общем виде и затем подробно исследует его

сходимость для трех задач: 1) изгиб жестко закрепленной по

краю упругой пластинки под действием нормального давления;
2) задача Дирихле для уравнения Лапласа; 3) краевая задача

для обыкновенного дифференциального уравнения второго по-

рядка,- В конце статьи дается применение метода к задаче о

собственных колебаниях струны. Здесь автор не

останавливается на вопросе о законности применения его метода, но

показывает, что получаемые по этому методу приближенные
значения собственных частот струны весьма близки к хорошо
известным точным значениям. Заметим тут же, что в

применении к задачам теории колебаний метод Ритца является далеко

идущим обобщением так называемого «метода Релея» (см.
Релей [1]). Более сложная по вычислениям задача о собственных
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колебаниях квадратной пластинки рассмотрена Ритцем в его

статье [2].
Подробнее изложим одну из задач, изученных Ритцем,

именно задачу о пластинке. В отдельных местах мы будем делать

несущественные отступления от рассуждений или обозначений
Ритца. Кроме того, кое-где придется уточнить сделанные им

допущения. Мы будем также опускать некоторые даже и не

очень очевидные детали доказательства, чтобы иметь

возможность отчетливее выделить основные идеи.

Пусть в состоянии равновесия пластинка занимает область

Q плоскости (я, у), и пусть S — контур этой области. Пуст*>
пластинка жестко закреплена по краю и подвержена действию
нормального давления интенсивности q(x,y). Нормальный прогиб
пластинки, который мы обозначим через w(x,у), удовлетворяет
известному дифференциальному уравнению Софи Жермен

Л2^ = f (x, y)\ f (х, y) = ^q (x, У) • (9)

внутри области Q и краевым условиям

w = 0, £-0 (10)

на контуре S. Здесь v — направление нормали к контуру,
a D — жесткость пластинки при изгибе. Известно1), что задача

об интегрировании уравнения (9) при краевых условиях (10)
может быть сведена к следующей вариационной задаче: среди

функций, удовлетворяющих краевым условиям (10)2), найти

ту, которая сообщает наименьшее значение интегралу

Hw)=H[j(bwY-fw]dQ. (И)
Q

Интеграл (11) только постоянным множителем отличается от

потенциальной энергии изогнутой пластинки. Решая только что

поставленную вариационную задачу, примем, что f(x,y)
непрерывна и непрерывно дифференцируема внутри и на контуре
области пластины.

Пусть (л:, у) и (|, т|) — две точки этой области, и г —

расстояние между ними.

Положим в (11) w = w\ + o>2, где

^---gj-JJr'lnr/te-.fOdB^ (12)

1) Подробно см. ниже, § 30.
2) Это и будут допустимые функции нашей вариационной задачи.
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Путем несложных тождественных преобразований
устанавливается, что для любой допустимой функции w(x, у) имеет место

тождество

/(«О- /0+т IJ {b»2?dxdy9 (13)

где /о — некоторая постоянная. Так как интеграл в (13)
очевидно неотрицателен, то

/И>/0. (14)

Таким образом, интеграл J(w) ограничен снизу, если функция
w{xty) принадлежит к классу допустимых, и потому этот

интеграл имеет точную нижнюю границу. Наша вариационная
задача состоит в отыскании такой допустимой функции, которая
сообщает интегралу J(w) значение, равное его точной нижней

границе.
Чтобы построить приближенное решение задачи, выберем

последовательность координатных функций

Ь(х> У), Ь(х> У)> • ••» Фл(*. У\ •••> О5)

подчиненных следующим требованиям:
1) функции г|)Л(х, у) и их производные вида1)

непрерывны внутри и на контуре области Q,

2) координатные функции удовлетворяют краевым
условиям (10);

3) пусть £— произвольная функция, непрерывная вместе со

своими главными производными внутри и на контуре области Q
и равная тождественно нулю вне некоторого прямоугольника р,

который целиком вместе со своим контуром лежит внутри Q.

Тогда можно подобрать такое целое число т и такие

постоянные an «2, •••> От»'что имеют место неравенства

ы\
дхк ду1 ~ дхк ду1

<8, fe<3, /<3, (16)

где е — сколь угодно малое заранее заданное положительное

число (условие полноты).
Приближенное решение задачи ищем в виде

Wn = <Zil|>i + Я2^2 + . . . + ап^пу

1) Эти производные Ритц называет главными.

2 С. Г. Михлин



13 ВВЕДЕНИЕ. ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК

где число слагаемых п выбирается по произволу, а постоянные

аи о>2, ..., вп — из условия, чтобы величина

h = J J [j {&WnY - fan] dx dy
имела наименьшее значение. Уравнения (8) в рассматриваемом
случае имеют вид

п

2,Alkak = Bh i=\, 2, .... п, (17)

где

Aik - J" J* Дф, Дг|з* dx dy, Bt = j J /% d* ^. (18)

Опираясь на теорию квадратичных форм, Ритц доказывает, что

система (17) имеет решение, и притом только одно. Подставив
это решение в выражение wn> мы и получим приближенное, по

Ритцу, решение задачи.

Пусть Ьи #2, ..., Ьп суть какие угодно постоянные числа.

Положим

£ЛвМ>1 + 62я|)2+ ... +М>„.

Умножим уравнение (17) на Ь{ и результат просуммируем по

всем /. Используя формулы (18), можно привести полученное

равенство к виду

j j(bwnAZn-fen)dxdy = 0. (19)

Решение уравнений (17), будучи подставлено в интеграл /п,
сообщает ему минимальное значение, которое обозначим через

/л*. Нетрудно доказать, что

№=~±\l{bwnydxdy.
С возрастанием п величина /J?} убывает или по крайней мере не

возрастает1); в то же время эта величина (ограничена снизу, так

как она не меньше точной нижней границы интеграла (11). По
известной теореме о монотонной переменной величина J{n0)
стремится к некоторому пределу. На основании признака Коши
существования предела (С1, 42), по заданной положительной
величине г), как бы она ни была мала, можно найти такое число

*) Подробнее об этом см. § 17.
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/V, что при п > Л/ и при произвольном т выполняется

неравенство

о<Л0)-Л°и<ул. (20)

Обозначим {wm+n — wn)j Y*\ = ф (х, у). Используя тождество

(19), в котором п заменено на т + м, и произведя некоторые
тождественные преобразования, приведем неравенство (20) к

виду

J J (Аф)2 dx rfr/ < 1. (21)

К функции ф(х, у) применим известную формулу1)

S Q

Как нетрудно видеть, ф(#, у) есть линейная комбинация
координатных функций и потому удовлетворяет условиям (10).
Вследствие этого контурный интеграл в последней формуле
исчезает, и мы получаем

<*(*> У) = ЪГ jJ b<V-{nrdldr\- (22)

К интегралу (22) применим неравенство Буняковского, из

которого в данном случае следует

Первый интеграл меньше единицы по неравенству (21), второй
же, как легко доказать (мы на этом не останавливаемся), не

превосходит некоторого постоянного числа. Но тогда и |ф(х, у) \
не превосходит некоторого постоянного числа; обозначив его

буквой К, имеем

|Ф(*.0)К*.
Теперь

l«Wii(*. У)-я>п{*> У)КЯ Vn\ n>N;

на основании критерия Коши (С1, 42) приближенные решения
wn сходятся к некоторой предельной функции равномерно в

замкнутой области2) Q + S. Предельная функция, которую мы

1) См.-, например, С2, 193, формула (11).
2) Замкнутой областью называется такая совокупность точек, которая

состоит из точек области и из точек ее границы,

2*

•
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обозначим через w(x,y), непрерывна в Q + S как предел
равномерно сходящейся последовательности непрерывных функций
шп(С1, 145) и равна нулю на контуре S.

Ритц замечает, что утверждать равномерную сходимость
производных от wn нельзя; тем не менее он доказывает, что

предельная функция w(x,y) имеет внутри области Q
производные до четвертого порядка включительно и удовлетворяет
уравнению Софи Жермен. Мы уже видели, что w (x, у)
удовлетворяет первому из краевых условий (10); в цитированной статье

Ритц пытается доказать, что функция w(x,y) удовлетворяет
и второму из краевых условий (10), однако его рассуждения
неточны. Последующие рассуждения Р. Куранта, К. Фридрихса
и С. Л. Соболева позволили установить, что при общей
постановке задачи о равновесии пластинки нельзя требовать, чтобы

условие

выполнялось в обычном смысле; на самом деле это условие
выполняется в некотором обобщенном смысле1).

Коротко скажем о решении задачи Дирихле, данном Ритцем.
Им было рассмотрено уравнение Пуассона

bw=f(x9y), (23)

которое надлежало проинтегрировать в конечной области Q

плоскости (л:, у) при условии, что на контуре 5 этой области
выполняется равенство

w\s = 0. (24)

Применяя опять свой метод, Ритц строит последовательность

приближенных решений wn, n= 1, 2, ... На этот раз в общем
случае нельзя утверждать, что эта последовательность сходится

равномерно. Удается только доказать существование такой

функции w9 что интегралы
х у

a 0

равномерно сходятся к интегралам

х у

j w(%, y)dl, J* w(x, r\)dr\.

») См. Р. Курант и Д. Гильберт [2] и С. Л. Соболев [2].
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Далее доказывается, что функция w{x,y) удовлетворяет
уравнению (23). Что касается краевого условия (24), то здесь Ритц
допускает неточность, аналогичную упомянутой выше.

В работах Фридрихса, Реллиха и Куранта энергетический
метод и проблема его обоснования получили дальнейшее

развитие. Эти авторы изучали вариационные задачи, отвечающие

уравнениям более общего типа; изучение сходимости
приближенных решений по Ритцу они заменили изучением более

общей проблемы сходимости минимизирующей
последовательности1). В работах названных авторов нашла также строгую

постановку и довольно полное решение проблема собственных

значений оператора Лапласа и некоторых других, ему
родственных. Многие результаты работ перечисленных ученых
изложены в книге Р. Куранта и Д. Гильберта [1, 2].

Одна из первых работ по обоснованию метода Ритца

принадлежит Планшерелю [1], который рассматривал задачу

Дирихле для уравнения, несколько более общего, чем уравнение
Лапласа. Планшерель исследовал только случай двух
независимых переменных. Он доказал сходимость производных от

приближенных решений, а также и самих приближенных решений,
в норме. L2; им доказана также сходимость приближенных
собственных чисел и собственных функций. По существу в статье

Планшереля доказана и сходимость метода Бубнова — Галер-
кина (см. ниже) для задачи Дирихле в случае уравнения вида
Ди + g (я, у) и = f (*, у), где g

—

произвольная непрерывная
функция.

К сожалению, работа Планшереля осталась почти

неизвестной.

Важную роль для обоснования вариационных методов

сыграли известные «теоремы вложения» С. Л. Соболева. Эти

теоремы и их приложения к задачам математической физики даны

С. Л. Соболевым в его монографии [2],
В работах автора настоящей книги дано представление

решения вариационных задач, к которым сводятся обычные

задачи математической физики, в виде ряда и установлена связь

метода Ритца с этим представлением; дано обоснование

вариационного метода для некоторых новых классов уравнений, в

частности, для уравнений, эллиптичность которых нарушается
на границе области; исследованы условия сходимости старших

производных в методе Ритца, доказана сходимость собственных

чисел. В ряде работ последнего времени автором поставлен -и

исследован вопрос об устойчивости вычислительных процессов

1) См. ниже, § 15.
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и особенно процесса Ритца. Этот вопрос изложен в книге авто* I

ра [26]. |
Наряду с энергетическим методом развивался тесно связан- i

ный с ним так называемый «метод Галеркина», или, более точ- \\
но, «метод Бубнова — Галеркина». I

В 1913 г. был напечатан отзыв И. Г. Бубнова [1] о работах
С. П. Тимошенко, применявшего метод Ритца к исследованию

устойчивости пластинок и балок. И. Г. Бубнов отмечает в этом

отзыве, что уравнения, к которым приводит метод Ритца,
можно получить, не прибегая к составлению потенциальной энергии
системы и не решая вариационной задачи. Замечая, что

Тимошенко ищет перемещение в виде

W = ам + а2ф2 + а3ф3 + ..., (25)

где фь ф2, ...—данные функции, яь а2, ...
— коэффициенты,

подлежащие определению, Бубнов пишет: «...Весьма простые
решения можно получить и обычным путем, т. е. не прибегая к

рассмотрению энергии системы, если только сходимость ряда
для W достаточно велика. При этом простой подстановкой
разложения для W в общее дифференциальное уравнение
равновесия, затем умножением полученного выражения на щйхйу и .

интегрированием по всему объему тела, мы получим уравне- \

ние, связывающее коэффициент ak со всеми другими, если

только функции ф выбраны так, что

J J Ф«ф£ dxdy = 0 при п ф k.

Это равенство имеет место почти во всех задачах

рассматриваемой работы, так как автор обычно берет выражение W в виде

тригонометрических рядов, где это условие выполнено; если же

почему-либо желательно разложение по целым рациональным
функциям — их можно заменить шаровыми. Написав из

полученного соотношения столько уравнений, сколько членов ряда

мы желаем сохранить, и уравнивая нулю определитель из

множителей при коэффициентах, мы сведем задачу о нахождении

критической нагрузки к определению наименьшего корня
целой рациональной функции, высшая степень которой равна
числу сохраненных членов». Далее И. Г. Бубнов пишет: «Заметим,
что получаемые таким образом результаты не требуют
решения дифференциального уравнения равновесия... и будут
тождественны с найденными проф. Тимошенко».

Если приведенные высказывания Бубнова перевести на язык

формул, то получится следующее. Решение задач об устойчи-
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вости обычно сводится к интегрированию дифференциального
уравнения вида

Lw-lMw = 09 (26)

где w — перемещение, L и М — некоторые дифференциальные
операторы и %— неизвестный численный параметр.
Перемещение w удовлетворяет не только дифференциальному уравнению

(26), но и некоторым однородным краевым условиям. Так,

например, если дело идет об устойчивости пластинки, жестко

закрепленной по краю, то перемещение до должно удовлетворять
еще условиям (10). При произвольно взятом % поставленная

задача имеет только тривиальное решение до = 0; дело сводится

к нахождению тех значений X, при которых уравнение (26)
имеет решение, не равное тождественно нулю; наименьшее из

этих X и определяет критическую нагрузку, за которой
пластинка теряет устойчивость. Как мы увидим ниже (§ 40), при
известных условиях это наименьшее % равно минимуму
отношения

Q

w • Lw dx dy

и w • Mw dx dy
(27)

используя граничные условия, можно обычно представить
отношение (27) в несколько иной форме, которую и использовали в

своих работах В. Ритц и С. П. Тимошенко. Минимум отношения

(27) можно искать по методу Ритца, что приводит к системе

уравнений вида

п

%{Aik-XBik)ak = 0, *=1, 2, ..., п, (28)

где йь — коэффициенты выражения (25), в котором мы берем п

членов, Aik и В{и — некоторые числа, определенным образом
зависящие от координатных функций ф&. Чтобы приближенное
решение (25) было отлично от тождественного нуля, необходимо

и достаточно, чтобы числа ak, удовлетворяющие системе (28),
не все равнялись нулю; для этого в свою очередь необходимо и

достаточно, чтобы обратился в нуль определитель системы (28):

Ап — ХВп Ai2 — hBl2 ... А\п~~кВ1п

А2\ — кВ21 А22 — ХВ22 ... А2п — <кВ2п

Ап\ ~" hBni Ап2 — лВп2 • • • ™пп
~

АОпп

= 0. (29)
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Очевидно, уравнение (29) представляет собой алгебраическое I
уравнение степени п относительно Х\ наименьший корень этого

уравнения доставляет приближенное значение Минимума
отношения (27). Описанный здесь прием по существу и применял
Тимошенко в работе, рецензированной Бубновым. Последний \
заметил, однако, что систему (28) можно получить другим,
более простым путем: достаточно в уравнение (26) подставить

вместо w его приближенное значение (25), в котором будет
сохранено п членов, полученное выражение умножить на щ,

проинтегрировать по области пластины (по длине стержня, если (

решается задача об устойчивости стержня, и т. п.) и

результат приравнять нулю. В качестве условия для применимости !
своего приема И. Г. Бубнов выставляет требование ортогональ- |
ности координатных функций, что на самом деле не

обязательно.

Заметка И. Г. Бубнова положила начало новому прямому |
методу, развитие и широкое применение которого тесно связа- !|
но с именем Б. Г. Галеркина. В своей работе [1], опубликован- &
ной в 1915 г., Б. Г. Галеркий решает ряд задач на равновесие 1

и устойчивость стержней и пластин. Метод, примененный им, 1

по форме совпадает с тем методом, которым И. Г. Бубнов по- 1
лучал в упомянутом выше отзыве уравнения Тимошенко; одна- |
ко существенно новым было то, что Галеркин не связывал свой |
метод ни с какой вариационной задачей, так что его можно бы- |
ло применять к любому дифференциальному (и не только диф- |
ференциальному) уравнению, и не требовал ортогональности 1
координатных функций. |

Как уже было упомянуто, Галеркин опубликовал свою ста- I
тью в 1915 г. С тех пор напечатано большое количество работ,
в которых метод Бубнова — Галеркина широко, применялся к |
практическому решению самых разнообразных прикладных I

задач. Появились даже работы, в которых этот метод ]
был, и не без успеха, применен к решению нелинейных задач.

Однако обоснование метода оказалось делом сравнительно |
трудным. \

По-видимому, первой в этом направлении была упомянутая I

выше работы Планшереля [1]. Насколько автору известно, пер- J
вый результат общего характера был получен в 1940 г. ,

Ю. В. Репманом [1], который доказал сходимость процесса
Бубнова — Галеркина для интегральных уравнений Фредгольма. !
В том же 1940 г. Г. И. Петров [1] получил аналогичный резуль- |
тат для некоторого специального обыкновенного дифференци- -1
ального уравнения четвертого порядка. Вскоре М. В. Келдыш

[1] обобщил результат Г. И. Петрова на случай обыкновенного

дифференциального уравнения четного порядка, а также дока- I
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зал сходимость метода Бубнова — Галеркина в случае
простейшей краевой задачи для общего уравнения эллиптического
типа второго порядка.

Автором [4, 8] был получен довольно общий достаточный

признак сходимости процесса Бубнова — Галеркина (включая и

сходимость собственных чисел) и дано приложение этого

признака к ряду задач математической физики.
Из общей теории приближенных методов Л. В. Канторовича

[2] вытекает некоторая общая схема построения приближенных
методов; в эту схему во многих случаях укладываются методы

Ритца, Бубнова — Галеркина и некоторые их обобщения, метод

наименьших квадратов. Указанная схема была отчетливо

сформулирована И. К. Даугаветом [1, 2]. Необходимо отметить

работы Н. Й.-Польского [1—-5]. В этих работах исследовано

обобщение метода Бубнова — Галеркина, которое в общей форме,
по-видимому, было впервые сформулировано в работе
Г.И.Петрова [1], хотя в частных формах такое обобщение появлялось в

работах украинских математиков (см. М. Ф. Кравчук [1]).
Н. И. Польский ввел еще более общее понятие проекционных
методов и доказал ряд теорем об их сходимости.

Отметим, что к числу проекционных относится метод кол-

локации, предложенный в 1934 г. Л. В. Канторовичем [1] под

названием «интерполяционного метода» и исследованный в

работах Э. Б. Карпиловской [1—3] и Г. М. Вайникко [6, 7].
В работах Н. И. Польского, И. К. Даугавета, А. В. Джиш-

кариани и Г. М. Вайникко получен ряд оценок скорости
сходимости процесса Бубнова — Галеркина. Эти же и некоторые
другие авторы занимались также оценками приближения
собственных функций с помощью процессов Ритца и Бубнова —

Галеркина.
М. А. Красносельский [1, 3] обосновал метод Бубнова —

Галеркина для некоторого класса нелинейных уравнений; метод

М. А. Красносельского был использован И. И. Воровичем в его

работе [1] по теории оболочек.
Весьма интересные приложения метода Бубнова —

Галеркина к нелинейным эллиптическим уравнениям даны в работе
[8] М. И. Вишика.

Метод Бубнова — Галеркина распространен и на

нестационарные уравнения. Из многочисленных относящихся сюда работ
отметим статью М. И. Вишика [7].

В заключение отметим недавно вышедшую книгу

И. В. Свирского [2], большая часть которой посвящена

исследованию процесса Бубнова — Галеркина для нелинейных задач.

Методу Бубнова — Галеркина посвящена гл. XI настоящей

книги.
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Из других вариационных методов заслуживает внимания

метод наименьших квадратов. Этот метод был применен М.

Пиконе [1] к решению задачи Дирихле; другие его приложения
даны в работах Н. М. Крылова, М. Ф. Кравчука и др.1). Общие
условия сходимости метода наименьших квадратов и ряд его

приложений даны в работах автора [3, 6].
Отметим диссертацию Р. С. Андерсена [1], в которой метод

наименьших квадратов применен к решению краевых задач для

параболических уравнений, а также вышедший под редакцией
Р. С. Андерсена и М. Р. Осборна [1] сборник статей, в котором
тот же метод применен к ряду задач геофизики и др.

Подробное изложение метода наименьших квадратов будет
дано в гл. XII.

Важнейшую роль играет вопрос об оценке погрешности
приближенного решения, полученного, скажем, процессом Ритца
для того или иного вариационного метода. Существуют два

типа таких оценок. Можно строить априорные оценки, дающие

асимптотику погрешности в зависимости от выбранной системы

кооординатных функций, от числа этих функций, входящих в

приближенное решение, и от аналитических свойств данных
задачи и ее искомого решения. Для обыкновенных
дифференциальных уравнений такого рода оценки получали Н. М. Крылов
[1], автор [11], В. П. Ильин [1], И. К. Даугавет [1,2], Г. М. Вай-

никко [1—3]. В работах А. В. Джишкариани [2—4] получены
некоторые априорные оценки для задач, сформулированных в

абстрактной операторной форме, и даны приложения к

дифференциальным уравнениям
— обыкновенным и в частных

производных. Априорные оценки для уравнений в частных

производных строились в работах В. П. Ильина [2], И. Ю. Харрик [1] и

автора [27]. Вопросу об априорных оценках посвящена гл. VII.

Апостериорные оценки — это оценки уже вычисленного

приближения. Их получение основано на применении
вариационных методов, которые я называю «встречными» по отношению

к данному, потому что они дают оценку «функционала
энергии» с другой стороны. Зная два приближенных решения одной
и той же задачи, одно из которых построено по данному
методу» а другое — по встречному, можно оценить погрешности
обоих приближений. Для энергетического метода встречным
является метод ортогональных проекций, разработанный в статьях

С. Зарембы [1, 2], Г. Вейля [2] ц М. И. Вишика [1—3], а также

метод Трефтца [1], получивший дальнейшее развитие в работах
М. Ш. Бирмана [3, 5, 6]. Встречным для энергетического
оказывается и метод, связанный с преобразованием Фридрихса;

1) Подробнее об этом см. М. Ф. Кравчук [1].
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достаточно подробное изложение этого преобразования дано в

книге Р. Куранта и Д. Гильберта [1].
Апостериорным оценкам погрешности посвящена гл. VIII.

Особую трудность представляет двусторонняя оценка

собственных чисел. Для дифференциальных операторов метод Ритца
дает приближение к собственным числам сверху, тогда как для

большинства приложений важно знать также хорошие
приближения снизу. Частные результаты такого рода получены
Н. М. Крыловым [1], автором [11], И. Ю. Харрик [1], А. В. Джи-

шкариани [1], Г. М. Вайникко [4, 5, 8] и др. Общий подход к

проблеме двусторонних оценок собственных чисел намечен

А. Вайнштейном в его многочисленных публикациях, из

которых мы здесь укажем только две [1, 2]. Работы А. Вайнштейна
и его учеников, а также примыкающие сюда работы Н. Арон-
шайна подробно изложены в книге С. X. Гулда [1]. К этому же

направлению относится и работа И. В. Свирского [1], который
несколько позднее, но независимо, получил часть результатов
Н. Ароншайна. Другой общий подход к той же проблеме
нашел Г. Фикера [1, 2]. Перечисленные здесь вопросы будут
изложены в гл. IX.

Во всей книге рассматриваются только линейные задачи;

некоторые нелинейные задачи рассмотрены в книге автора [26].
За исключением гл. I и XI, а также за исключением отдельных

мест, которые будут особо оговариваться каждый раз, всюду в

книге рассматриваются только вещественные функции одной
или нескольких вещественных переменных.



J
ГЛАВА I

ГИЛЬБЕРТОВО ПРОСТРАНСТВО

I
Исследование вариационных методов базируется на теории t

гильбертова пространства. Полное изложение этой теории да- |
но, например, в книгах Н И. Ахиезера и И, М. Глазмана [1], |
Ф. Риса и Б. Секефальви-Надя [1], В. И. Смирнова [4].
Сравнительно элементарное и более или менее достаточное для целей
настоящей книги изложение теории гильбертова пространства J
дано в книге Б. 3. Вулиха [1]. 1

В настоящей главе формулируются без доказательств (их п

можно найти в книгах, процитированных выше) те факты
теории гильбертовых пространств, которые нам понадобятся в

дальнейшем. Основную роль в последующем будут играть \
функциональные гильбертовы пространства, т. е. пространства, |
элементы которых суть функции одной или нескольких веще- I
ственных переменных. Теория функциональных гильбертовых 1
пространств тесно связана с понятием интеграла Лебега, с ко- |
торого мы и начнем изложение.

Достаточно полное изложение теории лебеговых интегралов 1
читатель найдет, например, в книгах В. И. Смирнова [4] и I
И. П. Натансона [1]. 1

§ 1. Интеграл Лебега

Построение интеграла Лебега опирается на понятие «лебего- |
вой меры» точечного множества. Для простоты рассмотрим не- |
которое множество А точек, расположенное на сегменте ||
а^х^Ь. Условимся говорить, что множество В покрывает
множество Л, если А есть часть 5. Пусть В — открытое
множество (т. е. объединение конечного или счетного множества

интервалов), покрывающее данное множество А. Составим сумму
длин интервалов, входящих в 5. Точная нижняя граница этих

сумм по всевозможным покрытиям А открытыми множествами

называется внешней мерой А и обозначается \хе(А).
Рассмотрим теперь множество А\ тех точек сегмента

а-*Сх^Ь, которые не входят в А (так называемое дополнение

к Л). Разность щ(Л)= Ь —-a — ц*(40 называется внутренней
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мерой А. Можно доказать, что внутренняя мера множества не

превосходит его внешней меры. Множество называется

измеримым, если его внутренняя и внешняя меры совпадают. Общая
величина внутренней и внешней мер измеримого множества

называется его лебеговой мерой. Меру множества А мы будем
обозначать символом цА В последующем, говоря о точечном

множестве, мы всегда будем .предполагать его измеримым.
Мера множества обладает рядом свойств, присущих длине,

обобщением понятия которой является понятие меры. Так, если

два множества не пересекаются (т. е. не имеют общих точек), то

мера объединения1) множеств равна сумме их мер; мера
объединения двух пересекающихся множеств равна сумме их мер
минус мера их общей части, и т. д.

Понятие меры естественным образом распространяется на

точечные множества, расположенные на плоскости или в

трехмерном пространстве. Здесь понятие меры естественно

обобщает понятие площади или

объема. Нетрудно также рас- У\
пространить понятие меры и

на точечные множества в

многомерных пространствах.
Существуют множества с

мерой, равной нулю. Это,
очевидно, те множества, которые
можно покрыть открытыми
множествами сколь угодно
малой меры. Таковы, как

нетрудно показать, конечные и

счетные множества точек.

Существуют и несчетные множества

меры нуль. Принято говорить, что некоторое свойство имеет

место почти везде, если оно может не иметь места лишь на

множестве меры нуль.
Обратимся теперь к понятию интеграла. Напомним, что по

определению, восходящему к Коши и Риману, определенный
интеграл рассматривается как предел интегральных сумм
(значения символов даны на рис. 1)

Рис. 1.

*-х

U ft

f / (х) dx = lim У f (и) {xk - хк-х)9
a k=*\

(i)

l) Объединением двух множеств называется третье множество, в которое

входят все элементы как первого, так и второго множества; если некоторый
элемент принадлежит обоим слагаемым множествам, то в объединение он

входит только один раз,
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где % — наибольшая из длин промежутков (хк-\,Хь). Если

выбрать достаточно мелкое деление основного отрезка а^х^Ь
и отбросить справа в (1) знак предела, то получится
приближенное равенство

Ь п

a k=l

которому геометрически соответствует следующее: площадь

узкой полоски, ограниченной дугой кривой y = f(x), отрезком
(xfe_bXfe) оси абсцисс и двумя ординатами, проведенными в

точках Xk-\ и хи, заменяется площадью прямоугольника, основание

которого есть отрезок (хк-\,Хъ), а высота- ордината кривой,
проведенная в

произвольно выбранной
точке & указанного
отрезка. Ошибка
приближенного равенства (2)
невелика, если ордината

кривой у = f(x)
меняется не слишком быстро;
при этом тот или иной

выбор точек |А
существенно на величине

ошибки не отражается.
Формула (2)

делается, однако,

ненадежной, если функция
f(x) быстро колеблющаяся (рис. 2), хотя бы она и оставалась

непрерывной. Очевидно, мы получим совершенно различные
результаты, в зависимости от того, будем ли брать в качестве lk
точку с наибольшей, наименьшей или некоторой промежуточной
ординатой. В этом случае целесообразнее вычислять площадь
иначе. На оси ординат откладываем наименьшее и наибольшее
значение функции1). Пусть это будут точки аир. Отрезок
а<*/<р оси ординат разобьем на малые участки, вставляя
точки деления у0

= а, уи У2,..., Уп = р. Через точки деления

проведем прямые, параллельные оси абсцисс. Интересующая нас

площадь окажется разбитой на фигуры, напоминающие

прямоугольники с малыми высотами; эти «прямоугольники»
располагаются в горизонтальных полосах между прямыми у = #4_, и

У = Уи t = 1, 2,..., п. Подсчитаем сумму площадей «прямоуголь-

р-(/п\

1) Точнее говоря, нижнюю и верхнюю грани значений функции.
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нкков», заключенных в такой полосе, причем за основания

«прямоугольников», примем, например, стороны их, лежащие на

верхней стороне полосы (y = yi). Указанная сумма площадей

приближенно равна произведению высоты уг— Уг-\ на сумму

длин оснований. В каждой точке основания, очевидно, ордината

f(x)^yv Таким образом, сумму оснований «прямоугольников»
можно охарактеризовать как множество значений х, в которых
f(x)^y» a сумму длин оснований — как меру этого

множества1). Обозначим указанную меру через щ. Тогда площадь
части фигуры, заключенной в полосе ух-\ < у < yt (на рис. 2
эта часть

заштрихована), приближенно рав- У\_
на \а{Уг — Уг-\)у а

площадь всей фигуры
приближенно равна ц,о#о +

п

+ И|А*(»*-0*-1)-Инте-
ресно отметить, что

точность этого

приближенного равенства
мало зависит от того,

будет ли функция f(x)
непрерывной или

разрывной, если только она остается ограниченной. Смысл этого

утверждения делается совершенно ясным из сопоставления

рис. 2 и 3, на первом из которых изображен график непрерывной
функции, а на втором — график функции, имеющей разрывы в

точках df с2, Сз. Приближенное вычисление площади как суммы

Рис. з.

Wo + Sl*i^-^-i) (3)

дает в обоих случаях погрешность одного и того же порядка.
Будем теперь уменьшать промежутки (yi-uyt) так, чтобы

длина наибольшего из них стремилась к нулю. Если при этом
сумма (3) стремится к некоторому пределу, то этот предел
называется лебеговым интегралом функции f(x) на отрезке
а-^x^Cb. Обобщая это построение на случай функций, не
обязательно непрерывных, мы приходим к следующему
определению лебегова интеграла:

*) Само собой разумеется, мы предполагаем измеримость этого
множества при любом значении у%. Если все такие множества измеримы, то сама
функция f(x) также называется измеримой. Во всем последующем
рассматриваются только измеримые функции.
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Интегралом Лебега ограниченной функции f(x) no отрезку

а4^х^Ь называется предел

lim | \х0у0 + S Pi (У( - yt-x) \; Я, = max {yt - у{_х),

где fjii—л*ера множества значений х> для которых \{х)^уи а

а = у0 и р = уп
— числа, между которыми заключены все

значения f(x).
Совершенно аналогично определяется интеграл Лебега от

функции двух и большего числа независимых переменных.
Можно доказать, что интеграл Лебега от ограниченной

измеримой функции всегда существует. Если существует
определенный интеграл функции f(x) в обычном (римановом) смысле, то,

как можно доказать, он

совпадает с лебеговым интегралом.

Поэтому нет нужды в особом

символе для обозначения лебегова

интеграла, и мы будем
пользоваться обычными символами

ъ

\f{x)dx> {{/(*, y)dxdy,
а &

И Т. П.

Дадим теперь определение ле-

Рис. 4, бегова интеграла от

неограниченной функции. Допустим
сперва, что функция f(x) неотрицательная. Обозначим через N
произвольное положительное число и введем новую функцию f]v(*)>
полагая (см. рис. 4)

f ^=Л ^' еслИ ТМ^М'
TnW-\ N9 если f(x)>N.

Функция fiv(x) ограничена, так как, очевидно, 0KfN{x)^N,
поэтому ее лебегов интеграл

ь
1

Ых)йх (4)1
существует. С возрастанием N этот интеграл не убывает и

потому стремится, при безграничном возрастании N, к

определенному, конечному или бесконечному, пределу. Если существует
конечный предел интеграла (4) при N-^oo, то этот предел
называется лебеговым интегралом неограниченной неотрицатель-

^k
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ной функции f(x). Таким образом, по определению, если функция
/(х)>0 и не ограничена, то

ь ъ

\f(x)dx = \\m \fN(x).
a b

Неограниченная неотрицательная функция, для которой
существует интеграл Лебега в пределах от а до 6, называется

суммируемой на отрезке а^Сх^СЬ. Аналогично определяется функция,

суммируемая в m-мерной (т>-2) области.
Пусть теперь f(x) может иметь какой угодно знак. Ее можно

представить как разность двух неотрицательных функций.
Действительно, если положить

fi(x) = {\f{x)\ + f{x)}/29 f2{x)-{\f(x)\-f(x)}/2,

то fi(x)>0, h{x)^0 и f(x) = fi(x) — f2(x). Мы будем считать

f(x) суммируемой тогда и только тогда, когда каждая из

функций f\(x) и f2(x) суммируема, и в этом случае положим по

определению
ъ ь ъ

\ f(x)dx = \ f\(x)dx— j f2(x)dx.
а а а

Если f(x) суммируема, то суммируема также и функция |/(jc)| =
= fi(x) + f2(x). Таким образом, интеграл Лебега всегда
абсолютно сходящийся.

Если функция {(х)— комплексная, f(x)= <p(x) + ity(x), то мы

полагаем
b b b

J f (x) dx = J ф (x) dx + i j \|) (x) dx.
a a a

По определению интеграл слева существует тогда и только

тогда, когда существуют оба интеграла справа. Интеграл
Лебега от комплексной функции также абсолютно сходящийся.

Основные свойства интеграла Римана остаются в силе и для

интеграла Лебега. Отметим также три свойства, характерные
для интеграла Лебега и играющие важную роль во всем

последующем. Доказательства их читатель найдет в цитированных
в начале главы курсах.

1. Значение интеграла Лебега не изменится, если изменить

значение подынтегральной функции на множестве меры нуль.
Более того, лебегов интеграл сохраняет смысл, если на

множестве меры нуль значения функции остаются неопределенными.
Как следствие, отсюда вытекает, что лебегов интеграл равен
нулю, если подынтегральная функция почти везде равна нулю.

3 С. Г. Михлин
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2. Если интеграл от неотрицательной функции равен нулю,
то эта функция равна нулю почти везде.

3. Если IfMl^cpOO и ф(х) суммируема, то f(x) также

суммируема.
Рассмотрим семейство функций, принимающих, вообще

говоря, комплексные значения, определенных почти везде в

некоторой конечной области Q m-мерного евклидова пространства
и обладающих тем свойством, что их квадраты суммируемы в й.

Для краткости будем такие функции называть квадратично сум-

мируемыми. Условимся здесь, как и везде в последующем,
считать совпадающими две функции, если они совпадают почти

везде в Q.

Будем говорить, что последовательность квадратично
суммируемых в Q функций ф«(Я) сходится в среднем к квадратично
суммируемой в Q функции ф(Я), если

Hm f|q>„(P)-q>(P)PdQ = 0.

Теорема Риса — Фишера. Если квадратично
суммируемые в Q функции <рп{Р), п— 1,2, ..., удовлетворяют условию

Ит [\Vk{P)-<fn(P)?dQ~09
ktn+oo J

то существует квадратично суммируемая в Q функция ф(Я), к

которой последовательность фп(Р) сходится в среднем.

§ 2. Гильбертово пространство

Множество элементов произвольной природы называется

линейным, если его элементы можно складывать между собой и

умножать на числа, причем в результате этих действий
получаются элементы того же множества; при этом предполагается,
что упомянутые здесь действия сложения и умножения

подчиняются обычным законам арифметики.
Различают линейные множества комплексные и

вещественные в зависимости от того, умножение на какие числа считается

допустимым.
Линейное множество иногда называют линеалом. В

линейном множестве существует один и только один элемент «нуль»
или «нулевой элемент», обладающий тем свойством, что его

прибавление к любому другому элементу не меняет последнего.

Произведение любого элемента множества на число нуль, а

также произведение любого числа на нулевой элемент, равно нуле-
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вому элементу множества. Нулевой элемент мы будем
обозначать обычным символом 0.

Линейное множество называется гильбертовым
пространством, если каждой паре <р и я|э элементов этого множества

приведено в соответствие число (<р, я|э), удовлетворяющее
следующим аксиомам:

A. (Ф, г|>) = 0ф, ф),
B. (M>i + A,2q>2> 'Ф) = Х1(ф1, i|>) + M<P2. Ф),

где фьф2, ^
— элементы линеала, Х{ и Хг — постоянные.

C. (ф, ф)>0.
D. Если (ф, ф) = 0, то ф

= 0.

Число (ф, г|>) называется скалярным произведением
элементов ф И Я|?.

В § 3 мы подчиним гильбертово пространство еще одному
важному требованию.

Наряду с определенным здесь «комплексным» пространством

можно рассматривать и «вещественные» гильбертовы
пространства. Они строятся на основе вещественного линейного

множества, и аксиома А заменяется следующей:
А', (ф, -ф) = (-ф, ф).
Из аксиом А и В вытекает, что скалярное произведение,

сомножители в котором представляют собой суммы, можно

составлять по правилу умножения многочленов, с той, однако,

разницей, что численный коэффициент при втором сомножителе

должен быть, при вынесении его за знак скалярного
произведения, заменен комплексно сопряженной величиной. В частности,
если ф и я])—-элементы гильбертова пространства, а К — число,
то (ф, Яя|э) =Я(ф, -ф). Если пространство вещественное, то

скалярное произведение раскрывается просто по правилу умножения
многочленов.

Неотрицательное число )/(ф> ф) называется нормой
элемента ф и обозначается символом ||ф||, так что

11ф11=/(фГф)"; (1)

норма разности двух элементов называется расстоянием между

ними. Будем говорить, что формула (1) определяет метрику в

гильбертовом пространстве.
Элемент гильбертова пространства, норма которого равна

единице, называется нормированным.

Норма в гильбертовом пространстве обладает следующими
свойствами:

а) Нулевой и только нулевой элемент пространства имеет

норму, равную нулю.

3*
с
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б) Если К — число, а ф
— элемент пространства, то

ПМЧМ-ИфИ. (2)

в) Для любой пары ср, if> элементов пространства
справедливо так называемое неравенство Коши — Буняковского

1(Ф,Ф)К11ф11-11 + Ц. (3)

г) Норма суммы элементов не превосходит суммы их норм

11Ф + *1К11ФИ + 11Ф1|. (4)

Неравенство (4) называется неравенством треугольника. Оно,
очевидно, распространяется на любое число слагаемых, так что

2 ф*
*-1

<£||Ф*и,
*«1

каково бы ни было число слагаемых гг.

Гильбертово пространство, элементы которого суть функции
одной или нескольких числовых переменных, называется

функциональным.
Приведем некоторые примеры гильбертовых пространств:
а) Пространство L2(Q). Пусть Q — измеримое

множество евклидова пространства размерности т\ в приложениях
чаще всего т = 1,2,3. Переменную точку евклидова

пространства будем обозначать буквой Р, элемент меры (объема,
площади, длины) — через dQ. Как известно, множество функций,
определенных почти везде в Q и квадратично суммируемых в Q,
есть линеал. Определим на этом линеале скалярное
произведение, полагая

(Ф, ф)-/ф(Р)ф(Р)Л1. (5)

Интеграл (5) существует, как это следует из свойства 3 § 1 и

из неравенства | фф I ^ -^ {I ф Р +1 'Ф I2}. Выражение (5), очевидно,

удовлетворяет аксиомам А — С; оно будет удовлетворять также

аксиоме D, если, как это обычно делается, считать тождественно

равными две функции, равные между собой почти везде, и, в

частности, не отличать от тождественного нуля функцию, равную
нулю почти везде.

Введя скалярное произведение, мы превратили наш линеал в

гильбертово пространство; его обычно обозначают символом

1*2(Q). Если Q есть отрезок прямой а^СхКЬ, то пишут L2{a,b).
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Норма в L2(Q) определяется равенством

Иф1Р=/|ф2(Р)№. (6)

Неравенство (2) переходит здесь в известное неравенство Бу-
няковского

Кф(Р)^)<ш|2< /|ф2(Р)|<Ш||г|)2(Р)|<Ш.
б) Другим важным примером функциональных

гильбертовых пространств является пространство L2(Q\(j). Элементы его

суть функции, для которых существует интеграл

lo(P)\q>4P)\dQ. (7)
Q

Здесь о{Р)—некоторая, одна и та же для всех элементов

пространства, неотрицательная функция. Мы считаем при этом

тождественными две функции q>i(P) и фг(Р), если

J ог(Р)| q>! (Р) - %(Р) PdQ - 0.

Скалярное произведение в L2(Q;a) задается формулой

(Ф, г|))=|(т(Р)Ф(Р)^(Р)^, (8)
Q

а норма, как это вытекает из (1), — формулой

11ф1Р={а(Р)|Ф2(Р)|<Ш. (9)

Мы определили здесь комплексные пространства L2(Q) и

L2(Q\o). Ниже большую роль будет играть вещественное

пространство L2(Q), элементы которого суть вещественные функции,
квадратично суммируемые в Q. Для вещественного пространства
L2(Q) приведенные выше формулы естественным образом
упрощаются; в частности, скалярное произведение и норма в этом

пространстве определяются соотношениями

(Ф,Ф)=|Ф(РЖР)<Ш, (Б,)

иф1Р= JV(/>w (в,)
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Большой интерес представляют также вещественные

пространства L2(Q; о).
в) Векторное пространство L2(Q). Пусть Q имеет

то же значение, что и выше. Рассмотрим линеал векторных
функций, каждая из которых имеет т составляющих,

принадлежащих классу L2(Q). На этом линеале введем скалярное
произведение по формуле

т

(ф.*Н \^чЛР)ШР)*й=\ч(Р)*1№)<1а> (Ю)

где фь, if>fe — составляющие векторов ф, i|d, а точка означает

обычное скалярное умножение векторов. Тем самым наш линеал

превращен в гильбертово пространство, которое мы будем
обозначать через L2(Q). Норма в L2(Q) определяется формулой

т

Если рассматриваемые векторные функции вещественные, то мы

получаем вещественное векторное гильбертово пространство
L2(Q); скалярное произведение и норма в нем определяются
более простыми формулами

(Ф,*)= J«P-'*dG; 11Ф1Р= JVdQ,

где ф«г|? означает обычное скалярное произведение векторов, а

Ф2 означает квадрат длины вектора ф.
г) Пространство L2(T) определяется аналогично

пространству L2(Q). Пусть Г—поверхность в m-мерном евклидовом

пространстве, Р — ее переменная точка, dT — элемент площади

поверхности на Г. Пространство L2{T) состоит из функций,
квадратично суммируемых на Г; скалярное произведение и норма
в этом пространстве задаются формулами

(Ф,ф)={ф(Р)гЙР)йГ, (12)
г

11<Р1Р= ||<Р(Р)Р<Я\ (13)
г

Аналогично можно построить пространства 12(Г, а) и Ь2(Г),
д) Обозначим через S границу области Q. Рассмотрим

множество функций, которые непрерывны в замкнутой области
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Q = Q + S вместе со всеми своими производными до порядка г

включительно.

Нетрудно видеть, что это множество есть линеал. Мы его

превратим в гильбертово пространство, если зададим в нем

скалярное произведение следующей формулой:

(ф, Ф) =

Г* ^ J дха1дх«2 . . . дхат dxW2 . . . дхат
* U '

Здесь хьХ2,..., хт — декартовы координаты переменной точки

из Q. Это пространство обозначается символом L^iQ); при
г = 0 оно переходит в пространство L2(Q). Как это видно из

формулы (14), норма в L2r)(Q) определяется равенством

i»r-S S I д*ф

ь „
. дха1дл;а2 ... дхат

kQ | 1 2 m

dQ. (15)

е) Пространство /г. Рассмотрим множество числовых

последовательностей

а = (аи а2, ..., aft, .. .)>

обладающих тем свойством, что ряд

Slafe!_
. "ft

fe-1

сходится. Нетрудно проверить, что это множество линейное.

Введем на нем скалярное произведение по следующей формуле:
если а = (аи а2,..., апу...) и 6 = (6Ь &2,. •., Ьп,...) суть
последовательности из нашего множества, то

оо

(а, Ь)-%акбк; (16)

сходимость ряда (16) вытекает из неравенства 2\акЪк\^\ак\2+
+ \bk\2. Полученное таким образом гильбертово пространство
обозначается через /г. Норма в /2 определяется формулой,
вытекающей из формулы (16):

Элементы фьф2,..., фп гильбертова пространства
называются линейно зависимыми, если можно найти постоянные числа
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аьа2,..., ап, не все равные нулю, так, чтобы выполнялось

равенство

Указанные элементы называются линейно независимыми, если

последнее равенство осуществляется только при

ах =г=а2= ... =ад = 0.

Теорема. Для того чтобы элементы фЬ ф2,..., фп

гильбертова пространства были линейно зависимы, необходимо и

достаточно, чтобы равнялся нулю определитель

I (q>i. <Pi) (Фь Ф2) ... (Фь Ф«) I

(ф2, ф,) (ф2, ф2) ... (ф2, ф„)
^ ц^

I (Фп, Ф1) (ф/г> Фг) ... (фя, Фд) I

Определитель (17) называется определителем Грама элементов

ф!,ф2, . . .
, фп-

§ 3. Предельный переход в гильбертовых пространствах

Пусть дано гильбертово пространство Я, и пусть фьф2,...
..., фп,...

— последовательностьх) его элементов. Будем
говорить, что эта последовательность сходится или стремится к ф,

если ф есть элемент Н и

Нт||ф„-ф|| = 0. (1)
П-*оо

Элемент ф называется пределом последовательности {фп}. Мы

будем записывать это обстоятельство, пользуясь обычной
символикой

ФЛ->Ф, Нтф„ = ф.

Поясним наше определение на примерах.

а) В пространстве L2(Q) сходимость фп-^Ф означает, что

lim f II Ф« (Р) — Ф (Я) IP rfQ — 0,

т. е. что уп(Р) сходится кф(Р) в среднем.
б) Точно так же сходимость в L2(Q; о) есть сходимость в

среднем с весом а(Р).

1) Для обозначения последовательности фь Фг. • • •, фп, ... мы часто

будем пользоваться символом {фп}-
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в) Сходимость в IX (Q), как легко видеть, означает

сходимость в среднем функций последовательности и всех их

производных, до порядка г включительно, к предельной функции и

соответствующим ее производным.

Теорема 1. Если фп-^Ф и г|зп-^, то (фп, 1рп)-^(ф, г|з).
Следствие 1. Если фп->ф, то (фп, г|з)->(ф, г|э).
Следствие 2. Если фп->Ф, то ||<рп|| -> |]ф||.
Вернемся к общему понятию сходимости. Пусть в

гильбертовом пространстве Н дана сходящаяся к элементу ф
последовательность {фп}. По определению lim II <ря — <р И = 0. Это значит,

/г->оо

что по заданному 8>0 можно найти такое п0(г), что при
л>/го(е), IIфл — ф||<е. Пусть /г>/го(в/2) и я>п0(е/2). Тогда

Иф*-фИ<в/2 и ||фя-ф||<8/2.

Оценим норму разности \\щ — фпИ. По неравенству треугольника

Иф*-фл11в11(ф*-ф)-(ф||-ф)1К|ф*-ф11 + 11ф||-ф11<в.

Последнее неравенство, в силу произвольности е, равносильно

равенству
НшИф^-фЛ-О. (2)
ft-»oo
ft-»oo

Таким образом, если фп-^Ф, то необходимо выполняется

равенство (2). Возникает вопрос: верно ли обратное утверждение,
т. е. можно ли утверждать существование предела
последовательности {фп}, если она удовлетоворяет равенству (2). В общем
случае ответ на этот вопрос приходится давать отрицательный.

Чтобы выяснить это, рассмотрим такой пример. Рассмотрим
линеал, составленный из функций ф(х), непрерывных на отрезке
— 1 -<х^ 1. Превратим этот линеал в гильбертово пространство,
задав скалярное произведение по формуле

(ф, �)- jv{x)^c)dx.
-1

Построенное нами пространство, которое мы обозначим через N,
не совпадает с L2(—1,1), так как элементами последнего могут
служить не только непрерывные, но и разрывные функции.

Возьмем последовательность функций

Ф»(*)-|
-1, -1 <*<-1/я,

пх, —l/n<x< l//it

1, 1/я<*<1.
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График такой функции изображен на рис. 5. Будучи
непрерывными, функции фп(*) принадлежат N. Простое вычисление

показывает, что

Km || qpfe - фя If = Hm f [qpfe (x) - <pn (x)f dx = 0.
?-±aa fe-4-oo «fe->oo

П-»оо

Последовательность (фп(*)} стремится в каждой точке к

разрывной функции, которую мы обозначим через фо(#):
( -1, -1<х<0,

ФоМ=1 0, х = 0,

I 1, 0<*<1,

причем стремление к пределу
—

равномерное в каждом из

отрезков
—l^x^— е и 8<1л;<11, где е — любое положительное

число, меньшее единицы. Отсюда
У\ t нетрудно усмотреть, что

+i

Hm f [<pn(x)-%{x)]2dx = 0,

—i—^x т- е- что в среднем фп(*)-*фо(*)-
' Функция фо(л;) разрывна, более

того, ее нельзя сделать

непрерывной, изменяя ее значения только

на множестве меры нуль. Так
как предел в смысле сходимости

в среднем единственный, то в

пространстве N не существует
элемента, предельного для {фп(х)},
хотя эта последовательность

удовлетворяет условию (2). Напротив, в пространстве L2(Q)
равенство (2) влечет за собой существование предельного
элемента — это непосредственно следует из теоремы Риса —

Фишера (§ 1). В нашем примере этот предельный элемент есть

функция фо(*).
Гильбертово пространство называется полным, если всякая

последовательность его элементов, удовлетворяющая
условию (2), имеет предел, в противном случае оно называется

неполным. Из сказанного выше следует, что пространство /V —

неполное, L2(fi) — полное. Можно доказать также, что

пространство L2(Q;g) — полное.

Неполное гильбертово пространство можно сделать полным,

добавив к нему некоторые новые элементы, подобно тому, как

Рис. 5.
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множество рациональных чисел дополняется до всей числовой

прямой введением иррациональных чисел. Пусть
последовательность {фп} удовлетворяет условию (2), но не имеет предела.
Припишем последовательности {фп} в качестве предела новый
элемент ф, называемый предельным или идеальным.

Пусть предельные элементы ф и ур определяются
последовательностями {фп} и (фп} соответственно. Мы примем, что ф

= г|з,
если

lim || ф„ - % || = 0.
П->оо

Скалярное произведение предельных элементов определим
формулой

(ф, ф)= Нт(фя, 1|)я); (3)
/г->оо

тогда, очевидно,

ИФИ= Нт || фл ||; (4)

существование обоих пределов нетрудно доказать. Можно

доказать, что присоединение к Я всех предельных элементов

делает Я полным пространством. Конкретный характер
предельных элементов зависит от пополняемого пространства. Так,
пополнение пространства N приводит к L2(—1; 1); предельными
элементами здесь оказываются квадратично суммируемые на

отрезке —1^х<^1 разрывные функции. Пополнение

пространства L(2 (й) связано с понятием обобщенных частных

производных-, мы не можем здесь останавливаться на этом подробнее1).
В дальнейшем, говоря о гильбертовом пространстве, мы

будем предполагать его полным.

Введем следующее, важное для дальнейшего, понятие.

Множество М будем называть плотным в гильбертовом
пространстве Я, если каждый элемент феЯ может быть получен как

предел последовательности фп е М.
Если пространство Я получено пополнением неполного

пространства Я', то Я' плотно в Я.

Последовательность, удовлетворяющая условию (2),
называется фундаментальной. В полном пространстве всякая

фундаментальная последовательность сходится.

Множество М элементов гильбертова пространства
называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.

Иначе говоря, множество М замкнуто, если из соотношений

фпеМ и фп
->-

ф следует, что ф ^ М.

1) О понятии обобщенной производной см. С. Л. Соболев [2], а также

В. И. Смирнов [4]. Определение этого понятия см. ниже, стр. 133.
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Обозначим через Со°° (Q) множество функций, бесконечно

дифференцируемых в Q и обращающихся в нуль в некоторой
окрестности (своей для каждой функции) границы S области Q.

Оказывается, что множество Co^Q) плотно в L2(Q)
(доказательство см., например, в книге автора [28]). Отсюда сразу
следует, что в Z,2(Q) плотно множество функций, k раз непрерывно

дифференцируемых в Q и удовлетворяющих на S любым

однородным краевым условиям; здесь к — любое неотрицательное
целое число. Доказательство очень просто: указанное

множество содержит плотное множество C^^Q).

§ 4. Ортогональность и ортогональные ряды.

Подпространства

Два элемента гильбертова пространства называются

ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю.
Конечная или бесконечная последовательность попарно ортогональных
элементов называется ортогональной системой. Если все

элементы ортогональной системы нормированы, т. е. норма каждого
элемента равна единице, то система называется ортонормиро-
ванной. Ортонормированная система {фп} удовлетворяет
соотношениям

f 1, m = n,

(fa'^"U**ii. (1)

Ортогональную систему, не содержащую нулевого элемента,
легко превратить в ортонормированную: для этого достаточно

каждый элемент системы разделить на его норму.
Элементы ортонормированной системы линейно независимы;

действительно, если фьфг,..., Фп попарно ортогональны и

нормированы, то в их определителе Грама диагональные элементы

равны единице, а боковые — нулю. Но тогда определитель
Грама равен единице. По теореме § 2 элементы фь q>2,..., <рп

линейно независимы.

Если ф = ф1 + фг + ... + Фп» и слагаемые попарно
ортогональны, то

IMPHI<PilP + fl<P2IP + ..• +11 «ft» IP. (2)

Пусть Я— гильбертово пространство и {фп} —
ортонормированная в нем система. Мы будем называть эту систему полной
в Я, если не существует элемента Я, кроме тождественного

нуля, который был бы ортогонален ко всем элементам системы;

в противном случае система называется неполной.
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Если система {срп} полная, то из равенств

(ф„, cd) = 0, n— 1, 2

вытекает, что со = 0.

Пусть {фп} — ортонормированная система в гильбертовом
пространстве Н и ф

— произвольный элемент из Н. Числа

а>ь = (ф, Ф*) (3)

называются коэффициентами Фурье элемента ф по отношению

к ортонормированной системе {ф&}. Зададим натуральное число

п и поставим задачу: выбрать коэффициенты аь аг,..., ап так,

чтобы норма ||ср — sn||, где sn = а1ф1 + агф2 + ... + апфп, была

минимальной. Как известно, решение этой задачи получится,
если принять а* = ah, где ak — коэффициенты Фурье (3). При
этом справедливо тождество

11Ф-М = ||ф|р-Е|а,|2,

откуда вытекает неравенство Бесселя

2и*12<Иф1Р. (4)
Ряд

ОО ОО

2ад*я2(ф, ф*)ф* (5)

называется рядом Фурье, или ортогональным рядом, элемента ф
по ортонормированной системе {фп}. Если данное гильбертово
пространство Н полное, то ряд (5) всегда сходится; если 5 —

сумма ряда (5), то разность ф — 5 ортогональна ко всем фп,
n=l,2f...

Допустим теперь, что ортонормированная система {фп}
полная. В этом случае элемент ф

—

s, ортогональный ко всем

элементам системы, равен нулю и, следовательно,
ОО

Ф = s = 2 Wk- (6)

Мы приходим таким образом к следующей теореме:
Теорема 1. Если пространство полное, то. ряд Фурье

любого его элемента по любой полной ортонормированной системе

сходится к этому элементу, и справедливо так называемое

уравнение замкнутости
ОО ОО

1ф1Р-2|а*Р-2К<р, Ф*)Р. (7)
£-1 *-1
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Большое значение в теории ортогональных рядов имеет так

называемый процесс ортогонализации Э. Шмидта, позволяющий
преобразовать любую последовательность линейно независимых

элементов гильбертова пространства в ортонормированную.
Пусть фьфг, ...

— конечная или бесконечная последовательность

элементов гильбертова пространства, и пусть при любом п

элементы фьфг, ...,фп линейно независимы. Положим

Цп = Ф/г
~

2Л ^п> Щ^ Щ> ®п ^ Ж|'
П>1'

Последовательность ом, сог • • • ортонормирована; при этом,
как нетрудно видеть, con линейно выражается через фьфг, ...,фп,
а фп линейно выражается через ооь 0)2, ..., соп.

оо

Теорема 2. Пусть постоянные аи таковы, что ряд 2 I я* I2

сходится, и пусть {фп} — ортонормированная система. Тогда ряд
оо

2 ад*
fe=i

сходится (в смысле сходимости в рассматриваемом
гильбертовом пространстве); постоянные aft суть коэффициенты Фурье его

суммы, и для этрй суммы имеет место уравнение замкнутости.

Приведем одну лемму, которой мы часто будем пользоваться

в дальнейшем.
Лемма. Элемент, ортогональный ко всем элементам

плотного множества, равен нулю.
Особо важными оказываются те гильбертовы пространства,

которые имеют плотное счетное множество. Такие пространства
называются сепарабельными. Весьма важное для приложений
пространство L2(Q) сепарабельно.

Теорема 3. Для того чтобы в гильбертовом пространстве
существовала полная счетная или конечная ортонормированная
система, необходимо и достаточно, чтобы это пространство было

сепарабельным.
Переходим к понятию подпространства и к связанным с ним

понятиям проекции и ортогональных подпространств.
По определению, подпространство гильбертова пространства

Н есть линейное замкнутое множество элементов из Я. Каждое
подпространство само есть некоторое новое полное гильбертово
пространство. Приведем несколько примеров подпространств
пространства L2(Q).
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Примеры. 1. Множество функций, удовлетворяющих равенству

(и, 1)= Г udQ=*0.

Q

очевидно, линейно и представляет собой подпространство функций, средние
значения которых по области Q равны нулю.

2. Подпространство образует также функции, тождественно равные

постоянной (своей для каждой функции).
3. Пусть Q совпадает с отрезком (0, 2я) оси х. Множество функций, ряды

Фурье которых содержат только синусы, образуют подпространство;
очевидно, функции этого подпространства характеризуются тем, что они

ортогональны к функциям cos пх, п — 0, 1, 2, ...

4. В пространстве L2(Q) векторных функций, определенных в трехмерной
области Q, рассмотрим три линейных множества векторов:

а) множество векторов, дивергенции которых равны нулю;

р) множество градиентов скалярных функций;
у) множество градиентов таких скалярных функций, которые обращаются

в нуль на границе области Q.

Присоединив к каждому из этих множеств его предельные точки,

получим подпространство.

Само гильбертово пространство Н можно рассматривать как

подпространство. Множество, содержащее только нулевой
элемент, также является подпространством. Последние два

подпространства называются тривиальными. Все подпространства

примеров 1—4 нетривиальны.

Пусть даны гильбертово пространство Н и его

подпространство Ни Пусть ф — произвольный элемент из Н. Доказывается,
что в Hi существует один и только один элемент фЬ обладающий
тем свойством, что

||q>-q>ill= min || q> -1|> ||.
фея,

При этом элемент ф2
= ф —-ф! ортогонален к любому элементу

подпространства Нх или, как говорят короче, ортогонален к

подпространству Н\. Элемент ф! называется ортогональной
проекцией элемента ф на подпространство Н\\ слово

«ортогональная» часто опускают и говорят просто «проекция». Таким

образом, любой элемент фбЯ разлагается в сумму ф = ф1 + ф2,
где ф1 g//| есть проекция ф на Яь а ф2 ортогонально к Ну.

Если феЯь то ф1
= ф, ф2 = 0; элементы подпространства

совпадают со своими проекциями на это же подпространство.
Если пространство Н сепарабельно, то его подпространства

также сепарабельны, и проекцию можно строить так: если

фи\р2э �••

—

ортонормированная система, полная в #ь то

оо

Ф1 = 2(ф, ^Hv (8)
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Пусть #2 — совокупность всех элементов из Я,
ортогональных к подпространству Н\. Эта совокупность также есть

подпространство. Любые два элемента фь ф2, где ^i e Нх и ^2^#2,
ортогональны между собой; это коротко формулируют так:

подпространства Нх и Н2 ортогональны. Далее, как мы видели,

любой элемент фбЯ имеет вид ср
= cpi + ф2, где щ е Hh\ k = 1,2.

Этот факт формулируют, говоря, что Н есть ортогональная

сумма подпространств Н{ и Я2. Говорят также, что каждое из

подпространств #i и #2 есть ортогональное дополнение другого
подпространства.

Если некоторое гильбертово пространство Н представляет
собой ортогональную сумму подпространств Н\ и Я2, то пишут

Н = НХ®Н2.

Эту символическую формулу пишут также в виде

Нг = Н ЭН2; H2 = HQHX.

Легко заметить полную аналогию между теорией проекций, изложенной
в настоящем параграфе, и теорией проекций в обычном трехмерном
пространстве. Подпространствами трехмерного пространства служат прямые или

плоскости, проходящие через начало координат. Если данное подпространство
представляет собой, например, прямую, то проходящая через начало
координат плоскость, нормальная к этой прямой, есть ортогональное к ней

подпространство; очевидно, трехмерное пространство есть ортогональная сумма из

любой прямой и нормальной к ней плоскости, если и прямая и плоскость

проходят через начало координат. В частности, например, трехмерное
пространство есть ортогональная сумма плоскости XOY и оси OZ.

Любое подпространство, если оно содержит хотя бы два

линейно независимых элемента, можно в свою очередь разложить
в ортогональную сумму двух ортогональных подпространств;

так, плоскость XOY есть ортогональная сумма осей ОХ и OY.

Таким образом, можно прийти к понятию о разложении данного

гильбертова пространства в ортогональную сумму любого (даже
бесконечного) числа ортогональных подпространств. Так,

трехмерное пространство есть ортогональная сумма осей OX, OY, OZ.

Нетрудно видеть, что подпространства примеров 1 и 2

настоящего параграфа ортогональны, и их ортогональная сумма
дает пространство L2(Q). Как мы увидим ниже,

подпространства а и у примера 4 также ортогональны; их ортогональная

сумма дает все векторное пространство L2(Q).

§ 5. Функционалы и операторы

Будем говорить, что на множестве М, принадлежащем
гильбертову пространству Я, определен функционал /ср, если

каждому элементу ф е М приведено в соответствие некоторое
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число /ф. Множество М называется областью определения
функционала I и обозначается через Dt.

Простейшим примером функционала является норма
элемента. Функционалом является также скалярное произведение

(ф, ф), в котором второй множитель ф фиксирован.
функционал называется линейным, если М есть линеал и

/ (а{% + а2ф2) = а,/<р, + а2/ф2, (1)

линейный функционал называется ограниченным, если

|/фКЛП|ф||. (2)

Здесь аи а2, N — постоянные, фЬ ф2, ф —элементы

гильбертова пространства. Скалярное произведение (ф, -ф), где г|э
фиксировано, дает пример линейного ограниченного функционала. Его
линейность вытекает из аксиомы В § 2, а ограниченность

— из

неравенства Коши — Буняковского, которое показывает, что

можно положить N = lltfll. Норма элемента — функционал
нелинейный.

Если / — линейный функционал, то, очевидно, /0 = 0.
Наименьшее из чисел N, удовлетворяющих неравенству (2),

называется нормой ограниченного функционала /ф и

обозначается через ||/||. Таким образом,

|/фК||/М1ф11, (3)

причем ||/|| нельзя заменить меньшим числом.

Функционал /ф называется непрерывным, если

lim /ф = Ь|). (4)

Норма элемента есть непрерывный функционал. Это следует из

теоремы 1 § 3.
Всякий линейный ограниченный функционал, определенный

на всем пространстве, непрерывен. Действительно, пусть
ф—►if». Пользуясь линейностью функционала и неравенством (2),
найдем

|/ф-/*1-|/(ф--ф)1<^||ф-ф||-т^0. (5)

Из доказанного, между прочим, вытекает непрерывность
скалярного произведения. Можно доказать и обратное
утверждение: всякий линейный и непрерывный функционал ограничен.

Теорема 1 (теорема Ф. Риса). Всякий ограниченный в

гильбертовом пространстве Н функционал I имеет вид
скалярного произведения

/ф = (ф, Ч>), (6)

4 С. Г. Михлин
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где г|) — фиксированный элемент пространства Н. Элемент -ф
определяется единственным образом.

Часто возникает задача о расширении функционала, т. е.

об определении функционала на более широком множестве. Во
многих таких случаях большую роль играет следующая

Теорема 2. Заданный на плотном множестве линейный

ограниченный функционал можно, и притом лишь единственным

образом, расширить на все пространство с сохранением нормы.

Важную роль в последующем будут играть билинейные и

квадратичные функционалы. Пусть в гильбертовом
пространстве Н задано плотное линейное множество М, и пусть каждой

паре ф, if> его элементов приведено в соответствие одно и только

одно число Ф(ф, г|?). Будем называть Ф(ф, г|?) билинейным

функционалом, если: 1) при фиксированном ф функционал Ф—- ли-,

нейный; 2) справедливо тождество

Ф(Ф, ф) = Ф(г|), Ф). (7)

Если Ф(ф, г|э) —билинейный функционал, то функционал

Ф(Ф) = Ф(Ф, Ф) (8)

называется однородным квадратичным функционалом или

квадратичной формой. Квадратичная форма удовлетворяет
тождеству

Ф(Ф + ф) = Ф(ф) + Ф(ф, ф) + Ф(ф, я|)) + Ф(ф). (9)

Если Ф(ф) — квадратичная форма, а /-—линейный

функционал, то выражение

F (ф) = ф (ф) - /ф -7ф + const (10)

называется квадратичным функционалом.
В случае вещественного гильбертова пространства

соотношения (7), (9) и (10) заменяются следующими:

Ф(Ф, Ч)) = Ф(ф, Ф), (70
Ф (ф + <Ф) = Ф (ф) + 2Ф (Ф, ф) + Ф (г|>), (90

F (ф) = Ф (ф) - 2/ф + const. (10,)

Будем говорить, что на некотором множестве DA элементов

гильбертова пространства Н определен оператор Л, если

каждому элементу феО^ приведен в соответствие по некоторому
закону один и только один элемент г|? гильбертова пространства.
Мы будем писать if> = Лф. Множество DA называется областью

определения оператора Лф, а множество Ra всевозможных

элементов if— областью значений того же оператора. Можно
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сказать, что Лф есть функция, которая переводит элемент

феВл в элемент ф еRA-
Необходимо отметить, что в определение оператора

существенно входит его область определения. Два оператора Л и В

считаются равными, если совпадают их области определения и

если для каждого элемента <р, входящего в область их

определения, Лф = Вф. Если DA есть часть DB и для каждого элемента

фЕЙл имеет место равенство Лф = Вф, то оператор В

называется расширением оператора Л.

Оператор Л называется линейным, если его область

определения есть линеал и (аи а2 — постоянные)

Л (^1Ф1 + ЯгФг) = ^i Лф! + а2Лф2. (11)

Если Л — линейный оператор, то АО = 0. Оператор
называется непрерывным, если

ПтЛф = Лг|), (12)

и ограниченным, если он линейный и

II Ар || < С || <р ||, С-const. (13)

Наименьшая из постоянных С, удовлетворяющих неравенству
(13), называется нормой ограниченного оператора Л и

обозначается символом ||Л||. Очевидно,

ЦЛф||<||Л||.||ф11. (14)

Линейный ограниченный оператор непрерывен. Справедливо
и обратное утверждение: линейный непрерывный оператор
ограничен.

В последующем мы будем рассматривать только линейные

операторы; говоря об операторе, мы всегда будем
подразумевать, что он линейный.

Теорема, аналогичная теореме 2 для функционалов,
справедлива и для операторов:

Теорема 3. Заданный на плотном множестве линейный

ограниченный оператор можно расширить на все пространство
с сохранением нормы.

Оператор, который переводит каждый элемент пространства
в себя самого, называется тождественным. Мы будем
обозначать его через Е. так что £ф=ф. Оператор, который переводит
каждый элемент пространства в нулевой элемент, называется

нулевым, или оператором аннулирования. Оба эти оператора
линейные и ограниченные; норма тождественного оператора
равна единице, норма нулевого оператора

—

нулю.

4*
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Суммой и произведением операторов Л и В называются

операторы Л + В и АВ, определяемые соотношениями

(Л + В) ф = Лф + Вф, ЛВф = А (Вф).

Вообще говоря, ЛВ=£ВЛ; так, например, если

ь

Лф = -^; Ву = х ) q>(s)ds,
а

ТО

ь

ЛВф = Г ф (s) rfs,
а

Ъ

ВЛф = х \ y'{s)ds = x [ф (&) — ф (а)] =й= ЛВф.

Принято обозначать ЛЛ = Л2, ЛЛ2 = Л3 и т. д.; вообще, Лп =
= ААп-1. Очевидно, АтАп = Аш+п.

Пусть операторы Л и В ограничены. По неравенству
треугольника

Н(л + в)ф||<||Лф|| + ||Вф||,

и, в силу ограниченности Л и В,

||(Л + В)ф||<(||Л|| + ||В||)||ф||.

Отсюда по определению нормы оператора

М + В1КМЦ + ЦВЦ. (15)
Аналогично

||ЛВф|| = ||Л(Вф)||<||ЛМ1Вф||<||Л||.||ВМ|ф||

и, следовательно,

|| АВ ||<|| Л ||. || В ||. (16)

Важную роль во всем последующем играет понятие

обратного оператора.
Пусть DA есть область определения оператора Л и RA— его

область значений. По определению каждому элементу DA
отвечает один и только один элемент RA. С другой стороны,
каждому элементу RA отвечает по крайней мере один элемент DA.
Допустим, что каждому элементу RA соответствует только один

элемент DA\ это соответствие определяет некоторый оператор В,
имеющий RA своей областью определения и DA — своей
областью значений. Оператор В называется обратным по отношению
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к А. Очевидно также, что оператор Л обратный по отношению

к В. Мы будем писать В = Л-1; вместо (А~1)п пишут А~п.

Из определения обратного оператора вытекает следующее:
если А и В — взаимно обратные операторы и феОА, то имеет

место равенство BAq> = qp; точно так же, если г|з е DBt то ЛВф =

= if. Очевидно, что оператор, обратный линейному, также

линейный.

Теорема 4. Для того чтобы оператор А имел обратный,
необходимо и достаточно, чтобы уравнение

Лф = 0

имело единственное решение ф = 0.

Теорема 5. Для того чтобы оператор Л"1 был ограничен,
необходимо и достаточно, чтобы существовала постоянная

k>0 такая, что при всех <p(iDA

Мф11>*11ф11-

Оператор А называется симметричным, если он определен на

плотном множестве и если для любых элементов ф и ф из

области определения этого оператора имеет место тождество

(Ар, г|?)-(ф, АЧ>)- -(17)

Следующая теорема дает простой критерий симметричности
оператора в комплексном гильбертовом пространстве; в

вещественном пространстве этот критерий, очевидно, неверен.

Теорема 6. Для того чтобы оператор А, определенный на

плотном множестве, был симметричным, необходимо и

достаточно, чтобы скалярное произведение (Лф, ф) было

вещественным для любого ф е DA.
Симметричный оператор называется самосопряженным, если

выполнены следующие условия: пусть ф и ф*— элементы

пространства, обладающие тем свойством, что для любого
элемента ф е DA справедливо тождество

(ЛФ, ф) = (ф, ф*);

тогда ф е DA и Лф = *ф*.
Пусть Н — гильбертово пространство, Н\ — его

подпространство. Оператор, который каждому элементу фбЯ сопоставляет

его ортогональную проекцию на Яь называется оператором

ортогонального проектирования, а также ортогональным
проектором, или просто проектором на Н\. Ортогональный проектор Р

характеризуется тремя свойствами: 1) DP = H; 2) Р —

самосопряженный оператор; 3) Р2 = Р. Ортогональный проектор
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ограничен: если Н\ состоит только из нулевого элемента, то

||Я|| = 0; во всех остальных случаях ||Р|| = 1.

Иногда рассматривают операторы косого проектирования.
Если Q — такой оператор, то он также приводит в соответствие

каждому элементу ф^Я некоторый элемент ф'<=Яь где Нх —
заданное подпространство; при этом DQ = Я и Q2 = Q. Норма
оператора косого проектирования может быть сколь угодно
большой.

§ 6. Вполне непрерывные операторы

Оператор А называется вырожденным или конечномерным,
если он может быть представлен в виде

п

Ли «2 (и, %)фь (1)

где число п конечное, а ф& и г|з& — данные элементы

рассматриваемого гильбертова пространства. Оператор А называется

вполне непрерывным1), если этот оператор может быть

представлен4 в виде

Аи = Аги + А"и, (2)
где А'г — вырожденный оператор, а норма оператора А" может

быть сделана меньше любого наперед заданного числа е > 0.

Отметим некоторые свойства вполне непрерывных операторов.
а) Всякий вырожденный оператор вполне непрерывен.

Действительно, вырожденный оператор можно представить в форме
(2) — достаточно положить А'е' = 0.

б) Вполне непрерывный оператор ограничен.
в) Сумма конечного числа вполне непрерывных операторов

вполне непрерывна.

г) Если оператор А ограничен, а оператор В вполне

непрерывен, то операторы ВА и АВ вполне непрерывны.
Важным примером вполне непрерывного в пространстве

L2(Q) оператора является интегральный оператор Фредгольма

Ки=* \К{Р, Q)u(Q)dQQy (3)

ядро которого К (Р, Q) подчинено условию

fl2eJj|tf2(P| Q)\dQPdQQ<oo. (4)
Q Q

l) Обычно принимается другое определение вполне непрерывного опера

тора, эквивалентное данному (см. ниже теорему 1).



§ 6. ВПОЛНЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 55

Другой важный пример оператора, вполне непрерывного в

L2(Q), это интегральный оператор со слабой особенностью. Так
называется оператор вида

Q
Г

где й —конечная область m-мерного пространства, A(P,Q) —

ограниченная измеримая функция, а — постоянная, причем
а < т.

Доказательство полной непрерывности оператора Фредголь-
ма и оператора со слабой особенностью можно найти,
например, в книге автора [20].

Понятие вполне непрерывного оператора тесно связано с

понятием компактного множества. Множество элементов

гильбертова пространства называется компактным, если из любой
бесконечной части этого множества можно выделить сходящуюся
последовательность.

Основное свойство вполне непрерывного оператора, которое
обычно и принимается за его определение, дается следующей

теоремой:
Теорема 1. Для того чтобы оператор был вполне

непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы он преобразовывал
любое ограниченное множество в компактное.

Рассмотрим уравнение
u-XTu = f, (5)

где и — искомый, a f — данный элемент некоторого гильбертова
пространства Я, Т — вполне непрерывный в этом пространстве
оператор и X — численный параметр. Чтобы решить это

уравнение, поступим следующим образом. Будем считать, что X может

принять любое фиксированное значение, по модулю не

превосходящее некоторого постоянного R, так что |А,|<>/?. По
формуле (2) положим Т = V + Г", где оператор Г7 —вырожденный,
а относительно оператора Т" потребуем, чтобы

I! Г" || < 1/(2/?).
Тогда

\\и-ХТ»и\\^\\и\\-\Х\\\Т"и\\>\\и\\1^

из теоремы 5 § 5 вытекает, что оператор(Е — XT")"-1 существует
и ограничен. Нетрудно установить его вид, именно
непосредственная проверка показывает, что

оо оо

2 b* {T")k {Е - IT") и - (Е - IT") 2 К" (Т")ки = и

ft-0 k=0
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и, следовательно,
оо

(E-lT")-1u=2ibk(T")ku. (6)

Ряд (6) сходится, каков бы ни был элемент и.

Действительно, по формуле (16) § 5

II г {Т'Г и || < | я Г • II (Т'Г II • II«II < U Г • II Г" |Г • ||« ||.

Но |М<#, а ||Т"||< 1/(2/?), поэтому

II Xя (Пя иК "^ II "II.

и сходимость ряда вытекает из того, что его общий член не

превосходит общего члена сходящейся прогрессии. Заметим, что

оператор (Е— %Т")~1 определен на всем пространстве,

поскольку ряд (6) сходится при любом и. Наконец,

||(£-ХГ'0-Ч1 = |£оГ(Г'')"и <2||я"(гТиК
я=о

<ll"ll|]^=2ll"ll:
гс=0

последнее неравенство означает, что \\(Е — %Т")~1\\^.2.
Уравнение (б) перепишем в виде

u-XT"u-XT'u = f.

Применив к его обеим частям оператор (Е — ХТ")-\ мы

преобразуем это уравнение в ему эквивалентное

и-К (Е- %Т")~Х Т'и = F%\ FK = (E- XT")-1!- (7)

Далее, пусть
п

элементы ср&, так же как и элементы г]^, можно считать линейно
независимыми. Теперь

О-ЛГГ'Ги-Зи *0®Мк; *кш = {Е-ЬТ")~1Щ. (8)
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Элементы а>%, и линейно независимы. Действительно, пусть по-
п

стоянные ан таковы, что 2 «а©х, *
= 0. Тогда

ft«i

(Е - XT") S а^х. » = S a, (£ - Я.П ©х, *
= 0,

fe-1 fc-1

или

* 2 ЗДР* = 0.

Так как ф& линейно независимы, то а* = 0, что и требовалось
доказать.

Обозначим Ck = (u, tyk). Тогда уравнение (7) принимает вид

п

u-X%Ck<*Kk = FK, (9)

и дело сводится к определению постоянных Ck.
Пользуясь формулой (8), приведем уравнение (7) к виду

п

u-l^jiu, \\>k)©Я|к = FK.

Заменяя здесь и его выражением из (9) и пользуясь линейной
независимостью сох, л» мы получим систему линейных

алгебраических уравнений с неизвестными Ck:

Cm - & 2 amfe (*») Cfe = &m (M> m:

fe=i
1,2, ., a, (10)

эквивалентную уравнению (5). Здесь положено

amk (Я.) = К, ь *«), *т (Я) = (Fx> i|)m).

Очевидно, коэффициенты ашь, а следовательно, и определитель

1 —Хй\\ —^#12 • * • —^^ltt
—

A#2i 1 — ^^22 •/)*(*)' -Я,а2п

1 " капп

суть функции от К, голоморфные в круге \X\^CR комплексной

^-плоскости1). Отсюда следует, что в круге \K\^R
определитель DR(X) может иметь только конечное число корней.

1) При этом DR(h)^0, так как, очевидно, D^(0) =1.
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Если DR(X) = .0, то однородная система, получаемая из (10)
заменой правых частей нулями, имеет нетривиальное решение,
т. е. такое решение, в котором не все Ст равны нулю. Тогда,
очевидно, однородное уравнение

и-*ХТи = 0

имеет нетривиальное решение, и рассматриваемое X есть

величина, обратная собственному числу оператора Т. Такие X

называются также характеристическими числами. Если же DR(X) ф
Ф0, то система (10), а с ней и уравнение (5) имеют

единственное решение, так что существует оператор (Е— ХТ)~{. Мы

будем обозначать его через Г\. Значения X, для которых Г\
существует, будем называть правильными.

Для уравнения (5), содержащего вполне непрерывный
оператор, сохраняет силу так называемая альтернатива Фредголь-
ма: либо неоднородное уравнение разрешимо, и притом
единственным образом, при любом свободном члене /, и тогда

соответствующее однородное уравнение имеет только тривиальное
решение и = 0, либо неоднородное уравнение разрешимо не при
любом свободном члене, и тогда соответствующее однородное
уравнение имеет нетривиальные решения Первая часть

альтернативы имеет место, если X правильное, вторая, если X

характеристическое.
Как мы видим, в круге любого радиуса \Х\ *CR содержится

только конечное число характеристических чисел уравнения (5);
отсюда следует, что этих чисел самое большее счетное

множество на всей комплексной ^-плоскости. Все остальные значения

X правильные.
Если оператор 1\ существует, то он ограничен. Докажем это.

Решив систему (10) и подставив ее решение в (9), мы найдем
после простых преобразований

и - Г\/ - (Е - XT>rXf + -^щ ]£ Аы (X) ((Е - КТ'Т1 f, ф») сох, и,

(И)

где Akm(X)— алгебраическое дополнение элемента, стоящего на

пересечении k-я строки и /л-го столбца в определителе DH(X).
Выше мы видели, что || (Е — ХТ")~Х || <2. Теперь

формула (11) дает

п

ЦГУ1К2Ш+ У l-^M-K^-^n-'f.^l-iicox^n.
fe, m*=l DR(X)
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Но по неравенству Коши — Буняковского

|((Е-ХТ'Г7, ф»)I < 1(Е-КТ'ГЧ1 IIiMK

<|(£-А.Г"Г'|.||Л1-11%11<2||%||.||/||.
*

Отсюда

kkm (А>)

и, следовательно,

lH\ll<2|l+ £ l-feg11>„(Я)
ft, m=l

' *

■««Л.шИ**! II/III

■||®X.mll-H*l

Теорема 2. Пусть {Тп} — вполне непрерывные операторы в

некотором гильбертовом пространстве Н, которые стремятся к

вполне непрерывному оператору Т, в том смысле, что

1|Г-ГпУ-55=г*0.
Пусть, далее, fn — элементы того же пространства,
стремящиеся к некоторому элементу /. Если X — правильное значение

уравнения %

u-XTu = f, (12)

то при достаточно большом п это же X будет правильным и для

уравнения
un-XTnun = fny (13)

при этом решение уравнения (13) стремится, при я-*оо, к

решению уравнения (12).
Рассмотрим уравнение

v-KTnv = g9 (14)
где g

— произвольный элемент из Н. Уравнение (14) запишем в

виде

v-%Tv-%{Tn-T)v = g. (15)

По условию теоремы существует оператор 1\; применив его к

обеим частям уравнения (15), получим

t>-^\(r„--7>==I\g. (16)
Имеем, далее,

ПГЛТп-Т)\\<\Ь\Л\Тк\\Л\Тп-Т1 (17)
что по условию теоремы будет сколь угодно малым при п

достаточно большом. Пусть п настолько велико, что
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Повторяя приведенные выше рассуждения, относящиеся к

ряду (6), убедимся, что оператор [Е — Я1\(ГП — Г)]-1 существует,

определен на всем пространстве и его норма не превосходит 2.

Теперь из (16) находим решение уравнения (14):

v = [E-irx(Tn-T)r\g.
Отсюда видно, что при указанных п существует оператор

ТпХ = (Е - 1Тп)"1 = [Е - Я1\ (Тп - Г)Г!ГХ; (18)
этим доказано, что рассматриваемое значение Я — правильное
для уравнения (13).

Чтобы установить вторую часть теоремы, докажем сперва,
что ЦГдЯ —1\|| д^ер-^0. Для краткости обозначим

№к(Тп-Т) = Ва;

из (17) видно, что ||£п||->0 при п-+оо. Теперь по формулам
(18) и (6)

TnKU = S В*Г;
ft=0

\U,

откуда

Глхи-Гяи-S Д*Гхи
fe=

ir<A-rj<S'nfl.e-irxi-if«!iJg|L—^o. (i9)
k—\

Теперь легко доказать вторую часть теоремы. Имеем

ип
- и = IWft - ГJ = (Г., - Г,) U + I\ (fп - /).

Отсюда
\\un-u\\<\\rnX-rj.\\fn\\ + \\rj.\\fn-f\\.

Так как И/Л-* llfll, то \\fn\\ ограничена; в силу (19) первое
слагаемое стремится к нулю. Стремление к нулю второго слагаемого

очевидно. Окончательно \\ип
— и \\ nmJ>00+ 0. Теорема доказана.

Теорема 3. Если \\Тп — Г||->0, где Т и Тп — вполне

непрерывные операторы, то характеристические числа уравнения

и — %Ти = 0 получаются предельным переходом, при я-><х>, из

характеристических чисел уравнения ип — %Тпип = 0.

Доказательство основано на простом замечании, что при
достаточно малом изменении оператора Т сколь угодно мало

изменяются элементы определителя DR(K), а следовательно, и

сам определитель. Пусть Яо — какой-либо корень DR(K),
лежащий в круге |Я|<Я, и пусть р — его кратность. Окружим Я0
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кругом достаточно малого радиуса р. Тогда внутри и на

окружности этого круга других корней DR(X)9 кроме Яо, не будет.
В частности, на окружности \Х —Хо\ =р определитель DR(X)
отличен от нуля. Обозначим

q= min \Dfi(X)\, q>0.

Выберем теперь N столь большим, чтобы при n>Af на

окружности | X — Хо | = р было

\DR(K)-Df(K)\<q,
где D{$ (X) — определитель (9), соответствующий оператору Гп.

По теореме Руше1) D{£](X) имеет в круге \X — Xq\ <p ровно
р корней. Обозначим их Хп\, ^п2, ..., Хпр. Очевидно,

\Ki~bo\<9> /=1> 2, ..., р, n>N.

Так как р можно выбрать сколь угодно малым, то последнее

неравенство равносильно утверждению, что

lim Xn! = X0, /=1, 2, ..., р.

Важную роль играет вопрос о характеристических числах

симметричного вполне непрерывного оператора. Сформулируем
некоторые относящиеся сюда предложения.

1. Характеристические числа симметричного вполне

непрерывного оператора вещественны (ср. ниже, § 39).
2. Пусть Т — вполне непрерывный оператор, и пусть

существует хотя бы один элемент и' такой, что (7V, и') > 0. Тогда
наименьшее положительное характеристическое число Х\

оператора Т определяется формулой

нижняя грань берется по всем элементам и таким, что

(Ти, и) > 0.

3. Аналогично, пусть оператор Т вполне непрерывен, и пусть
существует хотя бы один элемент и такой, что (Ти,и) < 0.

Тогда наименьшее по абсолютной величине отрицательное

характеристическое число Х~\ оператора Т определяется формулой

*-> = suP7& (21>

верхняя грань берется по множеству тех элементов и, для

которых (Ти, и) <0.

1) См., например, В. И. Смирнов [2].



ГЛАВА II

ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО

§ 7. Краевая задача и ее оператор

Уравнения в частных производных математической физики
распадаются на два больших класса. Уравнения первого класса

описывают процессы, в которых интересующие исследователя
искомые величины заметно меняются с течением времени, так

что эти искомые суть функции координат и времени. Наиболее

простой и важный представитель этого класса — волновое

уравнение (С2, 171), частным случаем которого является уравнение

колебаний струны. Другой важный пример уравнений того же

класса представляет собой уравнение теплопроводности (С2,203).
Такими уравнениями мы в данной книге заниматься почти не

будем. Уравнения второго класса описывают явления

стационарные, в которых интересующие исследователя величины с

течением времени не изменяются или по крайней мере изменяются

пренебрежимо мало. Чаще всего такие уравнения принадлежат

к так называемому эллиптическому типу1). Рассмотрим одну из

простейших стационарных задач математической физики.
Пусть некоторое тело неравномерно нагрето, так что его

температура, которую мы обозначим через U, есть функция
координат переменной точки тела. Если внутри тела нет

источников тепла, то эта функция удовлетворяет уравнению Лапласа
с тремя независимыми переменными (С2, 112)

w,
дЮ

,
d2U . дЮ

п /1Ч

Af/=^ + Wr+^
= 0;

•

(1)

если мы хотим узнать распределение температур внутри тела,
то надо это уравнение проинтегрировать, т. е. надо найти

функцию удовлетворяющую этому уравнению. Нетрудно, однако,

видеть, что уравнению Лапласа удовлетворяет бесчисленное

множество функций, между тем физически ясно, что в данном теле,

находящемся в данных условиях, распределение температур
должно быть вполне определенным. Это значит, что при реше-

1) См.. например, И. Г. Петровский [1].
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нии нашей задачи мы не можем исходить только из уравнения

Лапласа: к нему следует добавить еще некоторые

дополнительные условия. К этим условиям можно прийти, например, так: мы

имеем возможность непосредственно измерить температуру в

любой точке поверхности данного тела. Допустим, что мы измерили

температуру во многих точках, достаточно густо расположенных
на поверхности тела. Можно тогда практически принять, что

нам известна температура в любой точке поверхности тела —

это и может служить дополнительным условием при
интегрировании уравнения Лапласа. Обозначим буквой Q

пространственную область, заполненную нагретым телом, буквой 5 — его

поверхность. Пусть, далее, Р означает произвольную точку на

поверхности S и f(P)—известную нам температуру тела в точке Р

его поверхности. Наше дополнительное условие можно записать

так:

U = f(P) на 5,

или, несколько более сжато,

U\s~f(P). (2)

Задачу о распределении температур можно теперь
математически сформулировать так: найти функцию U{x>y,z), которая

удовлетворяет уравнению Лапласа внутри области и принимает

заданные значения на ее границе S; в математической физике
эта задача известна под названием задачи Дирихле. Условие,
что искомая функция принимает на S заданные значения,
называется граничным, или краевым условием, так как оно относится

к поведению искомой функции на границе области.

Краевые условия могут быть и иного типа, чем в задаче

Дирихле. Так, допустим, что нам известна температура U0
окружающей среды, и пусть тепло испускается в эту среду через

границу тела S. По закону теплопроводности, сформулированному
Ньютоном, поток тепла через границу пропорционален разности

температур внешней среды и границы тела. Этот закон приводит
нас к краевому условию вида

'W- + h{U-Uo) = 0 на S,

где v — внешняя нормаль к поверхности S, Л — некоторый
коэффициент. Полагая hU0 = ср(Р), можно нрвое краевое условие
записать в виде

[j£-+hu]s-*W. (3)

Задачу интегрирования уравнения Лапласа при краевом
условии (3) часто называют смешанной задачей.
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Если в левой части условия (3) положить h = О, то получится
новое краевое условие

-!Н = ф(р); <4>

задачу интегрирования Лапласа при этом условии обычно
называют задачей Неймана.

Задача Неймана играет большую роль не только в теории
теплопроводности, но и в ряде других случаев. Так, например,
задача кручения упругих стержней сводится к отысканию

функции двух переменных у(х} у), которая удовлетворяет

«двумерному» уравнению Лапласа

дх2 "*"
ду2

~ и

в области основания стержня, а на границе этой области

удовлетворяет краевому условию

-^ = у cos (v, х)-х cos (v, у).

К задаче Неймана сводятся также задачи об изгибе упругого

стержня поперечной силой, об обтекании твердого тела потоком

идеальной жидкости и многие другие.
Итак, мы выяснили, что относительно уравнения Лапласа

целесообразно ставить и решать три задачи, которые различаются
только краевыми условиями, сопутствующими уравнению; это

суть задачи Дирихле, Неймана и смешанная. Иногда их

называют просто первой, второй и третьей краевыми задачами.

Уравнение Лапласа — простейший и наиболее важный
представитель класса эллиптических уравнений. В математической
физике часто встречаются и другие уравнения этого же класса.

Так, если внутри неравномерно нагретого тела распределены
источники тепла интенсивности f(x, у, г), то температура
U{x,y,z) этого тела удовлетворяет уже не уравнению Лапласа,
а так называемому уравнению Пуассона (или неоднородному
уравнению Лапласа)

Д[/=-{/(*,*/, г), (5)

где k — коэффициент внутренней теплопроводности.- Может

случиться, что тело неоднородно, так что k есть не постоянная, а

функция координат, тогда уравнение (5) заменяется следующим:

коэффициенты этого уравнения уже переменные. Уравнению (5)
или (5i) может сопутствовать краевое условие одного из типов
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(2), (3) или (4). Можно ставить для названных уравнений и

другие краевые условия, но их значение невелико, и мы ими

здесь заниматься не будем; отметим только тот случай,
встречающийся на практике, когда граница области распадается на

части, на каждой из которых задано одно из условий вида (2).
(3) или (4). Задача интегрирования дифференциального
уравнения при тех или иных краевых условиях называется краевой
задачей.

В прикладных вопросах часто приходится интегрировать
дифференциальные уравнения эллиптического типа с двумя или

тремя независимыми переменными, роль которых обычно играют
декартовы координаты переменной точки пространства. Как мы

увидим ниже, ни постановка основных задач, ни развиваемые
в настоящей книге методы их решения не зависят сколько-

нибудь существенно от числа измерений пространства. Поэтому,
чтобы упростить изложение, мы будем говорить о пространстве
т измерений, допуская при этом, что т может равняться двум
или трем; во многих случаях, впрочем, искомая функция
зависит только от одной независимой переменной, и тогда т = 1.
Отметим тут же, что с теоретической точки зрения число т

измерений пространства может быть каким угодно.

Уравнений второго порядка эллиптического типа

недостаточно для того, чтобы изучать даже важнейшие стационарные
явления. Так, теория изгиба тонких пластинок приводит к

уравнению четвертого порядка

а /а \ а2 д4до , Л d*w . d4w с, ч

А(А^) = А2ш = 1^+2^^^+-^г
= /(^г/);

для его интегрирования искомую функцию w(xfy) подчиняют
тем или иным краевым условиям в зависимости от способа

закрепления края пластинки. Эти условия будут подробнее
рассмотрены в § 30. В ряде случаев приходится прибегать к

системам дифференциальных уравнений в частных производных. Так,
в теории упругости мы имеем дело с системой трех уравнений
второго порядка с тремя независимыми переменными; три
уравнения второго порядка с переменными коэффициентами, но

только с двумя независимыми переменными, определяют
смещения точек тонкой упругой оболочки. Число таких примеров

нетрудно увеличить.
С краевой задачей математической физики можно связать

некоторый оператор
—

«оператор данной краевой задачи»,

действующий в подходящем гильбертовом пространстве; при этом

данная задача может быть записана в виде уравнения

Au = f, (6)

5 С. Г. Михлин
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тде А —оператор !Краевой-задачи; а и <f ^эйемёйш гшиШртбвЬ
пространства, первый 'ясяомнй, а второй данный.. Подсним ЗДо

утверждение на примере:
? :. .-.. .; •> м(. ,;i

* -и Пусть в области гй требуется н'айти решение^ не&дагор0Д1г№й
Уравнения Лапласа к ••■!.' - «»»:■.■

•

.\>>л . ..

!

>j .: .... .... .j.i >i.p

'..;«,, ..-.;..■ .i."..;V ;- н«Ацш/.(р)-,1:.
-

ям-,..' [\\ urn ((55)

при однородном краевом условии задачи Дирихле г. >«,ч/.'...-

v'-" "•*«'■■ *
:

:"
'

-' • •,;;:/t- ri/?|s—?0» ■■"'•■ :! ' :,,--;,-'ы Р1 и
(8)

{.i i: мл/л; ..г;-: »:'.,.• , ■»?::!-:м". . i-пг ч;'1;.'« : •*:,$:*.:i',r.in::«vj =.'}»

-aAfi€fbfQ:)QwraaeT{o6«aj$xbc в |Ш^1трнон.€4клиАовоМ'Арф.ст|)|а110тар,
гР—??я$ременную точку?той области, ?5:-^ее!Ррарицу.мДя|Я;гпро?-
едоты «допустим, что функция if(P) непрерывная з&мту®т<о&
ЛДОГИ'42 =t!Q'+«S. ••' • ':!»«! * i; ни: мт-i.jj if

Введём ;в рассмотрение гильбертово • пространство uL^ffl)
(^м>.1<§'|1).>Очевидна, свободный член f уравнении ч(*7>): прмаМле*-
яки* этому'пространству; 'будем 'Считать? 'что' «ему. щмтадяйМй-
и? «сксн№№ фактам «.-В пространстве-^й)'выделим шодеесадФ

А1-фунвдий>,{ обладающих! следующими 'свойствами? ^функции
А* йкб&ё«в&W'toeiij^ttettiSr fa S2 в*бАё' dd! 'свбймй ЬеЩ&Ш {А
вторыми произв^ЙйЫ^;л2)!фун^ййтШоШсЪ№МбЪр%Ш&Г<£к
й SyAfa-ha'-S. 'НГкнОяШШе М 4а'ДЙШ 6ййрй^р,,*сУгЬрйЯ 'обо-

ШШМ'ОД^^й'ЧШ^рЫй действует4 Ш1фврЩ'ле{[ 1

;
•

! nJ»'"-»

Ясно, что задачу (7)г-(8) можно теперь записать в виде (6).
Анале&кчйЪ-можно Ьтроить операторы 1гдру^и& краевых

задач, если их краевые условия однородны. В случае
неоднородных! j кра<евы£луеЛовий чпострЬенйе* щ»всюольно усложняется} гмы ше

станем «го проводить, так как ^дальнейшем. чмы* им; i т\ будем
П^ЛЬЗОВаТЬСЯ.' : i ',г ■"'

if ■/ «»»•' н.п:;}: >..!'-.•! -ч.",! » г::? >г ir »•] и

-*'>При исследовании-дяффереициальнмх iop<fc|)a*tipt)B.' математи-
ческоймфизикн 'цррамгг большую -роль формула >инт$грцров<тия
Щ0ЩаСТЩЯ ифорМЩЫ FpUHav 1 - ;■.. :.::-. «п м."in/ .iiiMM'.i П"

• ■* формула интегрирования по частям .дяя; кратныхчинтегрдло©
тл.учается<кн£ простое етедствцге; из-формулы Остроградскога
(cm.'uG^'tftfyji Для случая д-вой'юопф !йнтегр(аша[ та-<:<перехфдаг
тфорэдулу«РримМом. G2, 60»). Формула/0строгра<дск0Г0им«ет
СЛедуЮЩИЙ ВИД: .ms :г ■»•/ ,i:i: 7(ji

. : . . • ■ 1 ... < < . . • . . j ,,

) cos (vat) + <ф cos (ny) -ft- с» <iofc <v#) fyd&] i

область Q предполагается трехмерной. Здесь dS — элемент пло-

(Шади поверхности S (длины Дуги кривой S, если область Q пло-
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р#$я)г,> v—.вд^идащ цормаль к S. Если ф, ф, со трактовать как

составляющие некоторого вектора w, то формулу Остроградского
можно представить в форме

J divwdQ= f wvdS,
Q s

которую будем называть векторной формой формулы
Остроградского; через wv обозначена проекция вектора w на направление

рцешне*!, щэдоали к 5. Положим ф = со = О, ср = uv. Выполнив

дифференцирование под знаком объемного интеграла и перенеся
направо одно из слагаемых, мы и получим формулу
интегрирования по частям:

J и -^ dQ = - J* v -g dQ + | uv cos (v*) dS.
Q Q S

Если область Q — не обязательно трехмерная, а, вообще говоря,
m-мерная, где т может быть как больше, так и меньше трех, и

е?сли декартовы координаты обозначить через хи #2, ..., хт, то

формулу интегрирования по частям в общем случае можно

записать так:

| u-^dQ=- J v -§^dQ+ J uvcos(vxt)dS. (10)

Формула интегрирования по частям верна, если, например,
обе функции и, v и их первые производные непрерывны в

замкнутой области Q + S, а граница S-— кусочно гладкая.

Формулу интегрирования по частям применим к выводу так

называемых формул Грина, играющих большую роль в

математической физике. Пусть и(Р) и v(P) — функции, непрерывные
вместе со своими первыми и вторыми производными в

замкнутой области Q, а в остальном — произвольные. Пусть, далее,

Aih{P), i, k = 1, 2, ..., m, — данные функции, непрерывные
вместе со своими производными в той же замкнутой области;
буквой т, как обычно, мы обозначили число измерений
пространства. Примем еще, что

Aik(P) = Aki(P),
каковы бы ни были значки I и k. Рассмотрим дифференциальное
выражение1)

т т

х) Причина, по которой мы считаем удобным ставить знак минус в

выражении Lut будет выяснена в § 27f

5*
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где С{Р) —функция, непрерывная в замкнутой области Q. Мы
будем также записывать это короче в виде

m

it k-l

Составим интеграл

\VLudQ=-^i \v^(Alk-£-k)dQ + )CuvdQ. (12)
Q i, k=\ Q Q

В формуле (10) заменим и на v и v — на Aik-^-. Мы

получим тогда формулу, которую назовем первой формулой Грина:

\vLudQ~ \ J Am-$skSzdQ + \ CuvdQ-
~ ' ' '

<Q

/.
т

)v 2 Aik-^-cos(v,Xi)dS. (13)

Q Q *, fc«l <2

i, ft-1

Положив v(P) = u(P), получим вторую формулу Грина

uLudQ=*
Q

г
m Л m

(14)

В первой формуле Грина поменяем местами буквы и и v и

полученный результат вычтем из (13):
г

m m
i

y
-J Л^-^ cos (vxt.) - « 2j ^fe*|^cos(v, ^)1 dS.

Докажем, что объемный интеграл справа равен нулю. Во второй
сумме под знаком интеграла будем писать i вместо k и k вместо

U что, очевидно, допустимо. Тогда подынтегральная функция
m

примет,вид 2и (Aik~ А^1^Т^ — 0> так как 4« = Л<Л.
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Обозначая теперь для краткости

т

S Aik-^zosivx^Nu, (15)

получаем третью формулу Грина

J (vLu-uLv)dQ= j* {uNv-vNu)dS. (16)
Q S

Рассмотрим частный случай. Пусть

Aa=U Aik = 0, 1фк\ С = 0.

Тогда Lu*=—Au (А —оператор Лапласа) и Nu■»~.Мы

получаем таким образом формулы Грина для оператора Лапласа:

Q Q i=l S

-ju^d^j^(^fda-ju^dS; (18)

J(0A«-ttA0)dQ-J(o^--«|2.)dS-. (19)

Сходные формулы, которые обычно также называют формулами
Грина, можно построить и для дифференциальных операторов
порядка выше второго. Мы будем выводить такие формулы ниже

по мере надобности.

§ 8. Положительные и положительно определенные
операторы

Симметричный оператор А называется положительным, если

для любого элемента u^DA имеет место неравенство

(Аи, «)>0, (1)

причем равенство (Аи,и) = 0 выполняется только тогда, когда
и = 0.

Замечание. Если данное гильбертово пространство
комплексное, то оговорка о симметричности оператора не нужна:
достаточно потребовать, чтобы оператор имел плотную область

определения; тогда его симметричность вытекает из

неравенства (1) и теоремы 6 § 5, ...........
.



Пример 1. Пусть оператор В тЖНМ* ШеЧЩт «РЯИИЯВР
^2(0,1) на множестве функции, которые имеют непрерывные вторые произ*

водные на сегменте [0,1] и удовлетворяют ^аевым ^Йловиям
(Si) ,^л-^(оу^^г^шЛ |£ (2)

Допустим, что этот оператор действует по формуле"?
'

Докажем, что оператор В положителен. Установим прежде, всего его

симметричность. Область определения нашего оператора плотна в £г(0,1), так

как она содержит множество Gfovlft Ifce^^RiSH^^UviJ^fc^s^ *°"

статочно установить тождество х . л „

ЩШ ыМ . -~г-» uW н (вэвапвП, qpTsqono —£) u/L-—= нЛ вдтоТ

^^HHTerpHpyea»TeUaj4icw»filb -~- ~-^ | = Qb \\L о | —
г * i-i q q

/D \ С du dv «г. du И

(8I, :гь#?1,4Т^Г1«»-1,-
'■

Функция v&DB удовлетворяет краевым условиям (2), поэтому внеинтеграль*

01 член справа исчезает^ ^доча^. „J | = оЪ {о/_ ц _ ц/ „) |
,
„ \ Г ^ц dv

л (л\

нмвп/{ищоф TaiBaidssH эж^вт'шичайо taqotoM лап/^тлтоф oiaajxoxij
Шн^9а¥ШэйМ№ааБЫЛНЭЧЭФс^1Д RnJl н <шюЧт:)ОП онжом .BHiiql
эжнн idRYMqccp энивт атндраыа модуд ;аМ .oioqoTa oni и a BH£Rq

эыннэпзд^по онап^нжоноп н $кшаг„этнжопоП .8 g
Формулы (4) и (4i) показывают*ЗД8'Ш!1й¥Ьр В симметричен.

Положив в формуле (4) v = и, получим
НГ„ЭЭ ,Ш<Жвй.З'\\УШ)^ОК R0T3S8If8BH К qOTBqOOO HldHPHqTOMKHD

оатзнэаваэн от^эм "Гэ/эи#\аС\-эи втпэиогл оюдак rkjx

а) (Bu'u)"4iwi%>0' (5)

-мол oaTOHsqTOoqn oaOTqsSfiaig^ еоннвд шюЗ .эинбРэмвБ

:BimYH эн sqoTBq9no итоо^\щгр^$\1Ь^х> BHqoaoio от «оонэиэгш

атэвябо О1унтог„п кэип qorQsqsno иботр .dTBaodsqion оигствтэод

вытекает, что. 4.u/dx=*Q ц, следовательно, «(je)o^(Sistoil^|@^e^c^^Hj|8(^



f©гаа'показыванэту что?^;»:0$; H3>«cei?Q (жа^нйФГ>0-б^дуе|г, .^р^ератярр^^
положителен. )>:ir , ; ?, ,; с о ■„• .-• ;-;() w*.-^>: <{ . ;-,г.у/ 1/;94>,3?lfj 0-ю-г'

Пример 2. В лгрм.же.зещёс™^ &(6*Чт$!^Ч9пТШ

„ d2u wioull .H5Fi

а область его определения Dc' ЬтлЙчЪе'гся от области DB только краевыми

условиями: пусть функции из Dc удовлетворяют краевым условиям

Множество Dc плотно в 1г(0, Л) г-(см^'']§ '3). Далее, пусть utv&Dc. Имеем

-o;i?.-i'i! и-,л .! о
; п!^п.о:ч'

>
i\ от ,0^('ИЛ>/-~} m.r) fwoic ш\П

Й№ЙЮТ^Й ^(0) Й1^^ ^'ЙбМЭДШ'С^^ «ciMr.eqi
.0 £.- г. .(8) кипо.-.т/ отлепи yTwii-j a ji

1
~

ои or/mi л/: irr^'wi^-iM.xtoiW o'loiidiWT

-(|СН"ИЛГ>Т:) !.('-мО;!0^ MOiim 'ji\'}h ДОП ОГ/Г71П0ГН .VJiUJOMOM OIBqH

- OJHii-jiio'iHjY vi-/oiMr.f:niiiioqv»j)(j)hui тэг^онтэг.ноду unBqQMOM

(ol)
(Си.«)- J(-^f&+^To) + (te«(i)>a w

гот'жжгл}мп лпглг ;q;i|;r i«jsrr;(}ni/ior/. m;q>i on' ,олт';Л5^откстдо от

(lyiuo/i т'и;.ч;»;; ()((> <»пмгн ?> woqoTO/i я f(8) м.онгкнр'/ ммяосал

очевидно, «(*) = 0. i /
U(, v 'j vA» \ I Vl , .

,„

Если обе по6$0яшаде(а л|р|-рг(вм HfrjfcoJ то- рпе|йатер)С неположителен.

Действительно, в этом с*луч&е условие Х6)гп^унимагот вид

и'(0) = и'(1) = 0; (7)
%йАкЙ''¥ЙЙ;?0ГОП ТО ^^1'^-!"П\,ТО Г/')Ги9П1ЖОПГЛ Г/ШП1Л!ОТ .ОП OHdROT

on» сотк .1(}'>п-|'Г . ('*' 1ЛякпГ)!/:'ч^ ii'mr/i» iomj пыип^оф;»^ тшрпе
.п-КИК1Г.01 плх -поп кп!1;(и^;^^)ГНп^# \?^г|..но;п?1;г') п oiJr;j\r,e н

-оп отр .та.\ф пкш1\11П')го т*гг.гм\\\4$я\' т/:;>гл;с,к1Л А -

глртглрио
/Н'.я worvniom ,{.i!i!UjO?/if>:/ п.- :пм<||>ф >г к-н iq-н.ч' кмлмпилшнот

Фуцнцйяш е*11кудовлешор<я«т краевым;условиям t(;7)iR лотомутринадаейси^
области определения оператора^ #pn\?*mAG#i4)\n9><\TV>c «ж уцедимом

Рассмотрим более сложный пример. Пусть А означает оператор Лапласа;

Функции^ рбразугошуие область его оцределения» подчиним краевому <услрвию

.W.S! tyi > ,01 # .VI )•. I
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где S — граница той области Q, в которой функция и определена. Кроме
того, потребуем, чтобы в замкнутой области Q эти функции были
непрерывны вместе со своими первыми и вторыми производными.

Докажем, что при такой области определения оператор -—А

положителен. Имеем

/• _fff. /»

Q Q i=\ S

здесь мы воспользовались формулой (18) § 7. По условию (8) интеграл по

поверхности исчезает и

(9)

да
При этом, если (—Дм, и)=0, то необходимо -z—sO, так как

подынтегральная функция в последнем интеграле неотрицательна. Но тогда и = const

и, в силу краевого условия (8), и =s 0.

Попытаемся выяснить физический смысл понятия

положительного оператора. С этой целью рассмотрим закрепленную по

краю мембрану, изогнутую под действием некоторой
стационарной поперечной нагрузки. Пусть в ненагруженном состоянии

мембрана занимает некоторую область й в плоскости (х,у), и

пусть и(х, у) означает прогиб мембраны. Через Т обозначим

натяжение мембраны и через q — поперечную нагрузку,
рассчитанную на единицу площади. Как известно1), стационарный прогиб
мембраны удовлетворяет дифференциальному уравнению

-Au = qfT; (10)

то обстоятельство, что край мембраны закреплен, выражается
краевым условием (8), в котором 5 теперь обозначает контур
мембраны. С другой стороны, в данном случае выражение

только постоянным множителем отличается от потенциальной

энергии деформации изогнутой мембраны2). Теперь ясно, что

в задаче о стационарном изгибе мембраны положительность

оператора —Д выражает тот физически очевидный факт, что

потенциальная энергия деформации мембраны, изогнутой как

угодно, положительна, иначе говоря, что невозможно изогнуть
мембрану, не затратив на это энергии.

1) Уравнение стационарного прогиба мембраны выведено, например, у
С. П. Тимошенко [2].

2) См., например, Р. Курант и Д. Гильберт [1], гл. IV, § 10, стр. 238.
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Многочисленные примеры (некоторые из них будут
рассмотрены на протяжении этой книги) показывают следующее. Пусть
некоторая физическая система под действием внешней причины,

характеризуемой некоторой функцией f(P), приобретает
смещение и(Я), и пусть эти две функции связаны уравнением

Au = f,

где А
— положительный оператор. Тогда, как часто оказывается,

величина (Аи, и) пропорциональна величине энергии, которую
необходимо затратить, чтобы сообщить системе смещение и(Р).
Если это так, то положительность оператора выражает тот факт,
что невозможно сообщить системе никакого смещения, не

затратив для этого некоторой энергии.
Если оператор А положителен, то, имея в виду только что

указанный физический смысл величины (Аи, и), будем далее

называть эту величину энергией функции и е DA.
Симметричный оператор А называется положительно

определенным, если для любой функции и е DA справедливо
неравенство

(Аи, u)>y2\\uf, (11)

где у
— положительная постоянная.

Очевидно, всякий положительно определенный оператор в то

же время и положителен. Обратное заключение, как мы увидим ^
на примере, неверно. 4г«$Г vwj>v, j^ 4j be. ^ ""fc, Л K*TaU,

d2u
Пример 3. Рассмотрим оператор Ви = —

-т-у> гДе Функции и(х)

определены при 0 ^ х ^ 1 и удовлетворяют краевым условиям и(0) «■ и(\) =0.
Выше мы видели, что оператор В — положительный. Докажем, что он также
и положительно определенный.

Так как и(0) = 0, то

X

и(х)~ \u'{t)dt.
о

К интегралу применим неравенство Буняковского. Это дает
XX X

i/2(*X f l2-dt Г u'2{t)dt~x f u'2(t)dt.
0 0 0

Так как х заключено между нулем и единицей, то усилим последнее нера*

венство, заменив верхний предел интеграла единицей. Таким образом,

и2(х)^х Г u'2{t)dt.
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lT<^^^flTii^ie^^Hetteo^;fiqfipe^aa« ШЩ№П{№ Эбдашць^пкжйДйй/*

.ИННРЯПП f-SITMJOTIS MfliaT^li'U U"'& фол:А1\РА\:-1^Г.'11.^Л ПБ([ОТО>}Э11
-9КЭ тзстэ^ицп ,&$^ШЖ] tfo^fcttH йо:.-г/г:1Ч«тиВда
По определению нормы в L2(0,1))

^ >г

1

(R:jT3SfciitUs''!0 отэг-н >!•*>, и rr,rb«(T(x)[d9Milt«!|ff лл:мгл-;:1.чог/;г. ~~ к oivi

о;\шотсо\ .iuj^w? ^vu^nu^ ?,:>чи\')/оупл-;*улсг.\:\ (is ^К) п>*-иь*\и\$а

ЛЗДШР^ШШ^^отсс^^и^о:?^т!^А.^ тг лг;г от? итаЛ

J «' W*?T!(fth€«ko.io-:oi'.;. о-от: :*гл\ ант

отр о>; d:\07 'Т.пз ч погло ,от лтог,эгл>лог,оп к :>от,ууу^ кг/;Ч

Шр1^нШ)^2)%еАерё:п1:;^-? ™л^ >;;r.;or'Hr4 ^чнпоВЛу

-Ылапо он<ч/у;\П'.х.см.сп р^т^нмеьн г. оо-пм*ы\о ш<у;>У;\ ^m\uj

тора можно принятьу=*у2- В последующем будет показано, что во Mgoouc
^важных случаях операторы матемадичж^крй (Ьизики обладают свойством

положительной определенности!
• л'» * "-- ъ «V'K'

Рассмотрим еще один пример. Пусть в пространстве /,2 (0,1) задан

оператор L формулой .pmu'vuvnott р.ак^.топздкек --

у ъЫ

от а q:,Tr;qorio нглн^у^^Ь^пжог^ h^r^ .онлноуО (13)
МВДШ'£ WM *" УЛ fSHTTo:-Oir.>ri»E %ОНтес/оО ЛПГУТМл-ОГ/У} II P.MOqu О/К

Функции н(х) eDl подчиним одному краевому услбвию н(tj1 = t).1 Пог^

"

U '

г;- •

V.-' * U . \

.».--П :..?М:Г:*>>Л

W/ vmwG
■ i-: --.-•• *r fin il

ЛЯ .Idf

буем еще, чтобы на сегмдате [0,1] эти функции имели непрерывные вторые

^ЗйзвёАнУеУ1Иет$у,$йЗ «вж^втб; 'ет^юпе^т'^ L • поясшитеЯев. Действи'йёльно,

.0 - iPu^ (0)u V:^slior.sv т/waoG'i/i roir -олгэг «or- n I > *
*

0 - or ,0 -

,

о

как при * - МйадаМ:1о.Ш1Ш№*^*' ffin*%(.mte4|-
u(x) и о(х). Теперь JiLu,v) = (м, £с). и оператор L симметричен. Далее,

так

ции

ял? \ ах /
6

-cqsT» -r-SMVW^r ?л*г.м."7 от jmw'-.ti?^ ь\ i^my/. >■■ v=r one;* *»" ^«f x xsm я&Т

Интегр*фуя}йю ««шйл й-зпсишзуяоь! yqлoEаюмr,шЩгF=^0^лн^йдeli^f1иЮf,£ ,f.ат^нзз

l

(Le, J»«4; J^'if$f«fx& 0. (14)

О с



При этом, если (Lit, и) ^ О, то -~^0, й - corps!, и.'фак как 'вЭД-рт£°$К
я# /. •

'

/ :,- -.'•
. ,/*; :opqosf

ы е= 0. Таким образом, оператор L положителен. \, / , у -, 1; . , ;*
Докажем теперь, что, этот оператор, не положительно определённый'.

Неравенство (11) запишем;в'виде
: '■'"• : ,J '■'■••• '*' ?/ ' .и^н

Ml2
^Y'

.„ ,d •, у \ *: rj A /■

Отсюда видно, что для положительно определенного»оператора последнее!
отношение не делается меньше фиксированной' положительной 'постоянной? V*i
£сли мы (установим, что для оператора L диалогичное отношение можно еде*
jiafb сколь угодно малым, то тем самым будет доказакб/ что оператор L

свойством( положительной определенности ре обладает. -

,., л
'-"

Пусть 8 —число, заключенное между нулём и ёдиницёйгЙо^о^йг '"

Функция Мб(x) равна нулю при «=»l и непрерывна, так же как и ее пер*

&Щ две производные/ при ,Ф ^ х & 1.дНо тег^а и&шоЦт\в область DL
определения оператора L. Составим отношение

(JU/6, Иб) jo _2

так ka$ k a^ <0 при я >л б; и соответствующие интегралы исчезают, Произ-
4

в1ёденаложные Ычкслёйия, наймем
' • ' ••' -*-'--г : ' ''

'; :i/'' ;;
-f.f;n ::.*'"/ /,'•,:/ V\- ,

' ч; '.;; .'0-: -т, ^'И.т:;.м ;.^>; / ) \ ii [ i; .":] ду

N6II2 40
'

, у. -=>- С7И*,м

чй/ titikfft iuiь сделано £коль/ •yf'6^H^J1^a&»i:''i^^ до^Ьо%йд йЙлой: б.

_
^ § 9. Энергетическое пространство ; : fV fVi

г г¥1уЫ>Я —^йълЬжй^ёлънб й^ределе^йыйИбйёр'а'т^
щий в полном гильбертовом пространстве Я. На мйЪжбОТВ&^тлё^

новое" скалярное произведение (для отлйчш^о^'^тарда^^ьгбу*'

дамг&те^обозтатать кЁадраташмй.'.скйвммм-И лидаюя^й^ойре-
№№ПЫФ • .V. '.- -. /';-.' -;; О ';/:..■■'.: ?{ I/;:; ', ^;^Г', ^м-ГООО

-<9Г,Г| tjftii^'-.T"
f .'.'. -:; U ??:.',-> /;• . . -.'; '-. УЛ.'.'У. >К']'У: Г/ WJzll

•'>Щ O^Ho6Hbfejpe^pbt'aT^i ШтЪтеШ:-ЩЩЬЩ Лл^ёЙЙ"К." ФрИД|Ш^
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Докажем, что такое определение законно, т. е. что оно

удовлетворяет аксиомам А — D § 2.

. Аксиома А. Оператор Л, будучи положительно

определенным, симметричен; поэтому, если аЕМиоеМ,то

[и9 v] = {Au, v) = {u9 Av) = (Avt u) = [v, и]. (2)

Аксиома В.

[ахщ + а2иъ v] = {А {а{щ + а2и2), v) =

= al{Auu v) + a2{Au2, v) = a{[uu v] + a2[u2y v]. (3)

Аксиомы С и D. (Ли, и) > y2IMI2 > 0; если (Ли, и) = 0, то

необходимо ||и|| =0 и, следовательно, и = 0.

Введя новое скалярное произведение, мы превратили М

в гильбертово пространство. Норму в этом пространстве мы

будем обозначать через | и |, так что

| и |2 = [и, и]«{Аи, и), и<=М. (4)

При этом, в силу неравенства (11) § 8,

NIKyUI. (5)

Наше новое гильбертово пространство может оказаться

неполным — в таком случае мы обычным способом дополним его,

введя предельные элементы. Это дополненное гильбертово
пространство будем обозначать через ЯА. Пространстао ЯА будем
называть энергетическим пространством оператора Л. Величины

[и, v] и \и\ будем называть соответственно энергетическим

произведением элементов «, us НА и энергетической нормой
элемента и е НА.

- В тех случаях, когда важно будет подчеркнуть, что

вводимые величины связаны с оператором Л, будем писать [и, v]A, \u\A
вместо [и, v], \u\.

Если и есть элемент пространства ЯА, то, как это следует из

определения, либо «sM, либо существует такая

последовательность ыпеМ, что \ип — и\ „^оо-^О* Отсюда следует, что линеал

М плотен в НА.
Теорема 1. Все элементы пространства НА принадлежат

также и пространству Я.

Точнее говоря, каждому элементу из НА можно привести в

соответствие один и только один элемент из Я, причем разным
элементам из НА соответствуют разные элементы из Я.

Наше утверждение очевидно, если и^М, — достаточно

элементу и привести в соответствие тот же элемент. Остается

рассмотреть случай, когда и есть предельный элемент пространства
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На- В этом случае, по определению, существует такая

последовательность ип^М, что \ип~и\ п^оо->0. По неравенству

треугольника
\un-Um\^\un-u\ + \um-u\

и, следовательно, \ип — ит\ ^„^о^О-Из неравенства (5),
которое пока установлено для элементов линеала М, следует, что

ЦЦя""цт11 к,т-»оо^в- Это значит, что последовательность {ип}
сходится в пространстве Н к некоторому его элементу и\ так что

\\tf — un\\ д^ор-^0. Отождествив и и «', мы установим первую

часть нашего утверждения. Докажем теперь его вторую часть.

Описанное только что соответствие между элементами и и и'

пространств НА и Н линейно. Действительно, пусть элементам

и\ е На и т^НА отвечают соответственно элементы и'{ ^ Н и

и2^ Н. Это означает следующее: существуют такие две

последовательности {щп} и {и2п} элементов из DA, что

К»-"*Нг^°> К«-*4 ||-^*0; ft-1,2.

Пусть а! и #2
— постоянные. Тогда

I Я\Щп\+ a2U2tl - (Я1«1 + ^2) [<

<\аХ\'Лщп~щ\+\а2\'\и2п-и2\-Т^>0\

\\ахиы + а2и2п~(а{и[ + а2и'2)\<.

Последние соотношения означают, что элементу (aiWi + а2и2) е
е ЯА соответствует элемент (ахи[ + а2и2) еЯ- это и

требовалось доказать.

Пусть теперь элементам и<!> и и® из НА отвечает один и тот

же элемент из Я. В силу линейности соответствия элементу
и = (и*1) — и<2>) еЯа отвечает нулевой элемент пространства Я.

Докажем, что и — нулевой элемент из НА- Пусть и есть предел
.(в смысле сходимости в НА) последовательности ип еЛ), так что

\ип — и\ гс^оо-^0. Так как элементу и в пространстве Я отвечает

нулевой элемент, то по установленному выше закону
соответствия ||ип 11-^0. Отсюда следует, что (/, ия)-^^>0, где f —

любой фиксированный элемент из Я. Действительно, по

неравенству Коши—Буняковского

К/, ия)|<Ш-11«и11-*0.

Возьмем в линеале М произвольный элемент ф и положим

/ = Лф. Тогда (Лф, ип)-+0. Но (Лф, ип) = [ф, ип], так как оба
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элемента ф и ип входят в М; отсюда 1ф,'ап^9;П^рё^вдя'^де6Ь
к пределу, получим [ф, и] = 0. • : ;Г

Таким образом, в пространстве НА элемент и ортогонален:ко
всем элементам линеала М, плотного ;вМи-. ПЬ лемме § 4 и есть

нулевой элемент из НА.
Заметим, что неравенство (5) ~гапфяйя^т£й не ibfrhkb U М, н8

во всем пространстве НА. Действительно, пуста и. есть элемент

ЯА, не входящий в М. Тогда существует /йоследовательность
ип еМ такая, что \ип — и\-+0. Дак это следует нэ:#оказа?
тельства теоремы 1, при этом \\ип—и\{ -><). досюда выте&а'ет,
что |««|-»М и ||ип11->11и11. Так кдк ип^М7 то %лц мп нет

равенство (5) справедливо: !i wrt || ^ l^ni/V- Йереходя к пределу
при п-> оо, мы получим '"'-, lt

'<<
,

Сходимость в энергетическом гщрстранстэе^щем, н^зывдть
сходимостью по энергии; иногда ^мц'%Дем1;Ьо6й
сходимость символом—+. О системеЪ^ЙёвтоЩ^олно^1 в

энергетическом пространстве, будем говорить, что она полна по

энергии. Из неравенства (5) вытёкяё'т слёЙУйЙйЙг Yeoj^wM:(й c:t:*-a1

Теорема 2. Если А — полооюще^ьтоп^е&еленнрфрп^р^
тор и ип-*и по энергии, то одновременно ип->и в метрике
исходного пространства Н.

? '
;

Условие теоремы означает, что pt^fj*m\ l^^Q? ,По яодааея£
ству (5) || ип - и ||< | ип ^и |/y -и?1 следовательно, || ип

- и ||-^—> 0,
что и требовалось доказать.

v- о: - ti };;:i'r1;-;:..G . ,l>u лп оо v5:ih!\>:'v i

Пример 1. Пусть В—оператор, рассмотренный в § 8,.так что v, _

Bu=*-d2u/dx2, 0<x<\; и(0)-и (l)-qtiifJbci>;0r d Щ)

и функции из области DB определения оператора Э непрерывны да сегменте

[0,1] вместе со своими первыми двумй "производные
ское пространство Нв Ьпе'ратё^- В. 'Щ&ь Ъш fib. 'Тогда, прежде

• всегЬ,
«еЯ = 1,2(0, 1), т. е. й(х) \Шъ фщътя^ЩкмкруЖаъ с.квадра&шква. jfi-
тервале (0,1). Далее, сущ§ста$етноследов/ат&рьность. функций, ц^^^в. т$-
кая, что \ип — и\в т~>& иг|jцптги||; , ^->0,,' Из• jпервого соотношения
вытекает, что -.,,,.

.

.г ,т ,., ,.,,., ,^ ,.,и..,/.^.]1 - ._.^J

Но {un~uk)<= *>]}'• поформулеТ4) К'-Цк^-{Й^"^а^^^ЙлД^'Ц»
по формуле (5) § 8 , . ...
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Таким образом, пос^др^ат^льност^ произдодаь|х,; {4ud4*l, являйся . ф#нда-
ментальной в пространстве L2 (0, 1); так как оно полное, то в нем

существует функция v(x) тацая, что || dun/dx^o|tt -^0.. По формуле Ньютона —

Лейбница i ■
*

.

'

\ .,.

: ?

О

Но йп^Ову поэтому Ип (0) ==' 0 и, следователь^}, "'. ',\'
'

;,',';".'.
'

;1
; ""^

О'ерехо'дя к пределу При л-*оо; нетрудно найти, что

и (*)**»| *CO^ft i ®<x< 1. (7)

о

Из формулы (7) сразу следует, что м(0) = 0. Далее,

e(l)« f *(*)Л- lim ]k'n(t)dt= lim [вя(1)-«я(0)]-0."
0 0

-' Маио^ним* ташр*1 ipee«*w^ «(Wj^idrtyttirae^
к» оемяенпеЦа',й]тврвдставдент*■-- ■;

;
^

^ -
-in ,i^ ,., г;:гл>\~ i; -гп.глп

.й(%=^|.^а).#;,;к,.
Я7Г1 OBi.

гдетг -тп,пос/?оянн(ая£ а g -т- суммируемая, /фунчвдя*лтс>| тощш^ чтф .футщт щ
абсолютно непрерывна на сегменте [а, &]. При»v^tom/ ПД иавеетндйодаодекв.
Лебега почти всюду на [а,Ь] существует производная и'(х) и и'(х) =v(x).

Из сказанного следует: если функция и принадлежи?; энергетическому
пространр(цв£ <рпера$ора г Щи< тр .э$а фунщия, наи с$гм,енте1 [0,Л| - £б)солютно
непрерывна, net era концах обращается1 в нуль и, наконец, m том> же сегменте

производная и'(х) суммируема с квадратом.
Обратное утверждение также справедливо1).

- И^ Wteё-'f>2. Шйде^ ^н^ргётй^ескбё
а прост^'йнствб Уйератбра ■ t?, ;; ра^

I wft
- ил'|с ___>0. К функциям wn, «л e= Dc при^е^^ан^фо^Збданг^)

§ 8 и, следовательно, •(;;'u s i^^-UAU-^ ^-\i» '^' --w ьь <2

J [чг- чЙ dx + a К (0) - «;WP**R 0)^Оф^и^Ь
0

*»31.Л1Ч ft ,['ij WJb'.'OuJ l\ J I/; a X ь h i. ■ i 1 a J у 'i H К i - * i -■ •:■:; • •"; C| •

l) См. книгу автора [28].
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Для определенности примем, что а > 0, Р > 0. Тогда
1

Hdu
dub \2

dx dx J nt k-*<x>
о (8)

Второе из соотношений (8) показывает, что существует предел числовой

последовательности {ttn(0)}; пусть

lim «л(0)»£0.
Я-»оо

Первое из соотношений (8) означает, что производные dun/dx сходятся в

среднем к некоторому пределу ye^jo, 1). Переходя в формуле Ньютона —
Лейбница

X

ип(х) = ип(0)+ j u'n(t)dt
о

к пределу, видим, что

X

о

Таким образом, если иеЯс, то и(х) —функция, абсолютно непрерывная на
сегменте [0, 1], с квадратично суммируемой первой производной. Можно
доказать и обратное утверждение: любая функция, абсолютно непрерывная на
сегменте [0,1] и имеющая на этом сегменте суммируемую с квадратом
производную, принадлежит энергетическому пространству оператора С.

Коротко наметим доказательство. Пусть и(х)—функция с описанными

здесь свойствами, определенная на сегменте [0, 1] Продолжим ее за этот

сегмент так, чтобы продолженная функция осталась непрерывной.
Полученную функцию усредним1), взяв радиус усреднения h достаточно малым.
Тогда можно добиться того, чтобы

J ("37 ~ liff ** + «[« <°> ~ Ч Щ2 + Р [МО - «А (О]2 <е/4, (9)

где ин (х) — средняя функция, а е — произвольно заданное положительное
число. 4

Зафиксируем h. Сегмент [0,1] разобьем на три: [0, l/я], [1/я,(«-1)/4
[(«—1)/п, 1]. Построим функцию wn(x) по следующим условиям:

1) функция wn непрерывна вместе с двумя своими первыми
производными на сегменте [0,1];

2) на сегменте [1/л, (n — l)[n] wn{x) = илМ;

3) wn (0) = uh (0), w'n (0) - awn (0) - 0;

4)юя(1)-«л(1), w'n(l) + fan(l)-0.

l) Об операции усреднения и ее свойствах см, С, Л, Соболев [2], а также

книгу автора [28].
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Можно удовлетворить этим условиям, взяв на сегментах [0, \/п]и[(п— 1)/л, 1]
в качестве wn(x) полиномы четвертой степени. Выбрав п достаточно

большим, можно добиться того, чтобы

Г / du. dw„ \2

J [~Ж
~

~dT) dX + № [U" (0) ~ "* {0)]2 + Р ["й 0)
~

Ш" °)]2 < еЯ (Ю)

о

Теперь из (9) и (10) следует, что

1

^-^)2dx + a[u(0)-wnm* + fi[u(l)-wn(\)]*<^
о

Одновременно можно добиться того, чтобы было

1

J* (u-wn)2dx<e.
о

Из двух последних соотношений следует, что и е #с. Интересно отметить,
что функции из пространства Нс не обязаны удовлетворять никаким

краевым условиям.

§ 10. Энергетическое пространство
только положительного оператора

Оператор положительный, но не положительно

определенный, будем называть только положительным. С только
положительным оператором А также можно связать энергетическое
пространство Ял, если задать энергетическое произведение и

норму прежними формулами (1) и (4) § 9. Важное отличие от

случая положительно определенного оператора заключается в

том, что на этот раз не все элементы энергетического
пространства принадлежат исходному пространству. Можно доказать1)
следующее: элемент и е НА принадлежит исходному про-
странетву U тогда и только тогда, когда существует такая

последовательность элементов ип е DA, что \и — ип\-^—> 0 и

11ц*-"Цп11 /xtfe->oo^Q- При этом последовательность {ип}
стремится к тому же элементу и и в пространстве Н:

Пример 1. Исходя из формулы (14) § 8, можно доказать, что

энергетическое пространство HL оператора L (формула (13) § 8) состоит из

функций и(х), обладающих следующими свойствами:
1) и(х) абсолютно непрерывна на любом сегменте [6,1], где 0 < б < 1;
2) и(\) -=0;

1) См. книгу автора [11].

Q С. Г. Михлин

(



•3) интеграл* Г хЧ/*)(х)'йх'Ш>д,тст-
о

('К •■■; '"и

Ф
Пространство HL содержит некоторые функции, не принадлежащие ис-

шому пространству £* (О, \Ц такода, напр^ме^ ф^нкгций #'{х*) = ^^\ X

§ 11. О сепарабельности энергетического пространства

Теорема. Для того чтобы энергетическое

пространство'положительного оператора было сепарабельным^ не^шдимо и

достаточно, чтобы-была йепараб&л)ьпым uc^dq^oe щл^ьЬертово
пространство.

Эта теорема играет важнейшую роль ва всем после^уюш;е^
Ее доказательство дано в книге абтора [28^ Ниже будем тгред-
полагать, что исходное пространство Ц сепарабельно. В
приложениях обычно исходное^ й]?о<Ьряггс^Ц совпадает с L&
пространством квадратично суммируемых функций, которое, как

было указано в,,§ 4* сепарабельно. .

-^' С!л I'll -if.-i.'fi 'iI'MK;a r^.f- » V Ji'TU'CO 34 -\\ тГ'НГ'р>;ПИ <Л< МиК-МК'Ф 07if

§ 12. Главные и естественные краевые условия*' >' ? ?:

PaccMOTpHMoSff^ff^py^nO^SJMfftif^rfS-^P^PM евклидовом

пространстве; 1ЩЗ*^?юг1ш^ В области Q

рассмотрим неоднородное дифференциальное уравнение, кото-

р^,здзседдев§да^^ цндв^г.этм.:-:or,ou qo^rpnO
-1т;ког.оп о;м;.ог J .^-^^yf(£)р ^ ^ <irE-^r.n ьпгуо ,щ

WQW&: -C^V^l .0 <- 'М' ' ffj м:-Г-^ ^Г-О V;;:;^.^ /;,::■■".]:

^Ьрыё ^з^мгёнУто^ области Т2~^= Ф + 'З 'йи^^(^Яък6'Щт(рёрывХ
влетворяют краейШЕ усдарищп(2)и - /7к<;--:^\е $,:> /кот л кэта и

Допустим, что оператор А, прстрренрый таким образом,
положительный. Введем в раеемо^ёни^ его энергетическое про-

странствр HAi примеру § § где^з^Щ^нт^ $. ф^ц$ ,.одудеях

творяют краевым условиям-зада^ :в>*-<-других: стуч&ях(^н&га
Краевйё ^л6Ьй,^^м^(!)^ьшл^бдаат^^ьй^^^ уйамётвда^1<^)^ф|нк-
ции из области определения оператора и необяУат<гЛыто—
функции из энергетического пространству Ц^ъ нърыцэ$ц§ ^ртё-

й'л:. •..«• Л .3 * д



ственными для дифференциального оператора йЛК^ёШ^усл^
вия, которым обязательно удовлетворяют функции из

энергетического 'йроетранствау' йясУгйа 'йайываюТ глаЬныМи *). Так,

примеры § 9 показывают, что для оператдра
—

^2> 0<х< 1,

условия и (0) = 6, «(1) = 0 глйные, а условия и (6) — aw (0) = fr,
w'(l) + рм(4) = 0 естественные.

Как мы увидим ниже, уменье отличить естественные условия от

главных оказывается важным для практического применения вариационных ме-

тЬАЙв.7 ИШтбЩ возникает нёъЬходи'мость указать простые гфйзйЯкй, ftbfdp&fe
позволяли бы отличать естественные краевые условия от главный.

Можно указать n^ftek, йб'звЬляШшй w каждом конкретном
случае проверить, является ли данное краевое условие

естественным -или нет. Прием -этот состоит ц следующее Выражение
\Ац/^)т^Хи^рХ,:Ц^ЩР<^ и и V суть функции из РагЦ
удовлетворяют,' сл^дрмтёл^р, всем,;4раёвШм услрвйям, .пу^м^датё-
грирования ;прУастдй']'к исполйования краевых условий;л^об-
разуем к виду, симметричному относительно и и v\ такое йреоб-
разовййТиёц^воэмбШно,!-тйк как/ Ьнератрр t А {хщмМет{*ичЪн и

(Аи, v) = (и, Av). Положив в полученном выражении v = и, по-

л$$рщ ^которое, дыражецце ддяг ведиздды Juf r«]v, Дрп^с.тгимЛ: чт<^
кай это чаохо^ Ъыв&ёъ ЬнЬ имеет смйасл ц остаётся положитёль'

*ШГ1та*же- й йлй: такйк Щ&Щ#Ё;1ЛкЬторйЬ\ не уаЬвШёорй*б*г
ШЙ^кЩёму Mb -кй^вому ^cii'ateib: yrroiviJHiiyfoe б'ыракёнке
!$яЩ ЩШШШ^Ъ 1РЩ1 и! Шуййй, tto/t^^cfe^f^k^
цййцйб;гкй4ЪШй реЙЛЙзуёт;Ш*яШуй-1$тШ> фуШхШШла ъ[тйгаШ
^ШШ/ШШ)ф усЙЬЙ'ЙЙг' йбЬтЗще1 >6Йорй, не "уШлёт^'йн^

йШ^и ^Гйёббхйдймйё у^й^§М,/KbfoptiiM''Дал^Ш удб*ле^в6|)Мь
фушй*й#'1»6.: ВШ #Ш чйсл?ощ^ттЬжт'^ЩШте ЩЯеШ
услШи^НтсРонб еШс*Шйй*;'- -'"— ■'"■ ^ - ■'■- 'V ^ о:- л-:/-:-^

Рассмотрим пример. Докажем, что для уравнений/;^Ш4^
= f{P) краевое условием ометщтй зеда*ш

[IK™],"0' а^°' К!':;' !: ^

естественное: Пусть функции ukv удовлетворяют условию (3).
Тогдаг - .

,f

■vron pi/ ;
: ic;.;!'-.^,:^!!! ;: 0 ■-- i 9 r. c„-.V; /. ч : ? г л... ,~<;л. ,. Г

!) В теории упругости главные краевые условия обычно йазйвают гео-

метрическими, f или^ кинемдтцчестши, а_ естественные услозйя —
динамическими.

"" Ji — -
,

2) См., например, В. И. Смирнов [3], гл. II.
L-

6*
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и по формуле Грина

(— Дм, v) =* I grad и • grad v dQ — v-~-dS.
Q S

В силу условия (3) ~M = — ou\Si и окончательно

( — Дм, у) = J grad и • grad a dQ + j ray dS\
q s

правая часть последнего равенства симметрична относительно и

и v. Теперь

[и, и] - J (grad ufdQ + j ou2dS,
Q S

причем последнее выражение имеет смысл_и положительно для

любой непрерывно дифференцируемой в Q функции,
независимо от того, удовлетворяет она условию (3) или нет.

Функционал F(u) можно теперь представить в виде

F (и) - [и, и] - 2 (/, и) - / [(grad и)2 - 2fu] dQ + j eu2 dS.
Q S

Будем рассматривать этот функционал надмножестве всех

дважды непрерывно дифференцируемых в Q функций, не

предполагая, что эти функции удовлетворяют каким-либо краевым
условиям, и пусть функция и0(Р) реализует минимум F(u) на

указанном множестве. Обозначим через t произвольное
вещественное число и через r\ (P) — произвольную функцию, дважды

непрерывно дифференцируемую в Q. Очевидно, F(m0 + /t])>
^F(uo). Если функция т] фиксирована, то F(u0-\:ty\) есть

функция независимой переменной t\ последнее неравенство

означает, что эта функция имеет минимум при / = 0. Но тогда
необходимо

-^(«о + 'лН-о-О-
Легко находим

F(u0 + /г)) - F(u0) + 2/f j (grad u0 • gradr\ - fr\)dQ + j* аи0ц ds\+

+ t2f j (gradt))2dQ] + j orfdsl.
\q s f

Дифференцируя по /, полагая / = 0 и приравнивая нулю
полученный результат, найдем

J (grada0- grad г] -fr\)dQ+ J* ou0ndS = 0. (4)
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По формуле Грина

Jgradwo-gradti dQ = - J r\^dQ+ | x\ -f^dS,
и равенство (4) принимает вид

-j4(A«o + /)^+j4(-^+ aiio)rfS-0.
В силу произвольности функции г|(Я) получаем

A«o + / = ObQ и -%- + аи0 = 0 на S,

что и требовалось доказать.
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД ДЛЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО
ОПРЕДЕЛЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

$• 18. febperiia о функцткйлё энергии

Теорема 1. Если оператор А пбЛЫяШШлен в ЬйМЩртЪвШ
пространстве Я, то уравнение \

Au = U f^H (1)

имеет в этом пространстве не более одного решения.
В самом деле, пусть упомянутое уравнение имеет два

решения, их и и2, так что Аих = /, Аи2 = /. Положим щ — и2 = й.

Вычитая и пользуясь линейностью оператора А, получим
Ай в 0. Умножив это скалярно на н, имеем (Аи> и) = 0. Но

оператор А положительный, поэтому необходимо и г== 0, и,

следовательно, щ г= щ.

Теорема 2. Яусть Л — положительный оператор. Если

уравнение (1) имеет решение, то это решение сообщает

функционалу
F(u) = (Au, u)-{u, /)-(/, и)- (2)

наименьшее значение. Обратно, элемент гильбертова
пространства, реализующий минимум функционала (2), удовлетворяет
уравнению (1).

Заметим прежде всего, что области определения оператора
Аи и функционала F(u) совпадают. Это непосредственно
вытекает из вида выражения (2). Далее, F(u) = (Аи, и)— 2 Re (и, /),
и так как А — положительный оператор, то F(u) принимает
только вещественные значения.

Пусть теперь и0 удовлетворяет уравнению (1}:

Ли0-/ = 0.

Пусть, далее, v — произвольный элемент из области DA
определения оператора А. Положим v — «0 = 11» так что v = ио + Ц-
Имеем

F(v) = (A(u0 + r\), щ + у\)-{щ + г\, /)-(/, щ + ц).



§ ГЗ. ВДОРЕМ1А О .ФУНКЦИОНАЛЕ(ЭНЕРГИИ $7

^Ш1фьшвя^-о1^б1Шс:,гйГ1юльз1)Засяь1 оимметричност^'Л, мы легко

найдем, что .?-•-v ^гл'у^пч oh^w^.v ..--, or :. ^-.^\uo \o^--y, -у- \

He^tAr^fwOsQ,:rft>aTc^yR:F с*йлу й^
МШй¥е^н<§^ ¥.^.>г фунйцйонай
^«^ЩШ1Ш^ a*S'ifc.L'-:-V! :■: :: ,-Vj
»^»6врй*йв, fry£#£ 1ф-"рёёлйЗуе*-ЧЙй'ний^ ^(й^.
t^A^rlf:^Sj^iBbJlbiEiiiff э^дал!ёнт1Гйзг©А.: М<н<^ес?твЬ 1>л^как off*

ласть определения линейного оператора есть [л\Ш&Щ йоэтом^
<J^%^e;?P^^^ &:"Z?^ M «рой же

йёМййе тШкёг# тг0 ^ ^€ФА-.*'Ж mis?.

Ш1[счЙат^] чисМ;|^г;Щйейв^1Й8яй: fTocjiеднЗД!Щ)ЙШ£
вт ^'тспЩ>з^Ы^

-ХГ.7 ^П'ЛЗС^О 0'i3U!lU Га!'-: V' -:,:;?:'ПО ЧТ ^ .;<' л: ; Т' 1/п'/^- • Г'^/П
Эта возможно только тогда, ког^.,,,..,,,, . ,

:. -in.y(J, ,

Re^[(4^a-^ Л)] = 0:

Заменив г] на Щ* получим^1
vv-

оягэ^ тк.) о х *Л о отiw0-Ю' р />;<jr-r:«i

jQyrgp^a ^ед^^гэто^{4%^|1,г^ тг^^^М^Т/^^гг^/^^дьб^
ffowVwi?cxflaifi44WT 9рт^£)надад6Г5) саду-,:,|юодедне^9: $авбН£?в$,
^0>твседег /Зд$мер«гфмг ^QTHQr^r. мн<щ:е?т#а Д*. По- лодде § 4

Замечай и $ч gft^ifc ^ннрв.^щ^^б^^'ведо. ■

прдстра-дс^,
вещественное, то (u,f) = (f,u}, и функционал (2) принимает более
Простую форму^лчЬ_ - 4— :-- ~~-Ч~-- С- -.:*--. г -

u
F(u}=(Auy u$^2(u, f)\

'Только что доказанная теорема 2 позэ^^л;/ухвё^ддть, чхр
задача о решении уравнения П) эквивалентна задаче об
отыскании минимума ф)а^иондла^,(2).^!!1-

По поводу сказанного нёфб^йдимо'Делать два замечания:

v Ц^Нащедтв^ж^нр^ црте^полагает. существование элементу,
^вЙШъорйющегогЭДавнйййй1 (г)' или реализующего "минимум
функционала (2), тогда к^к для нас важно доказать сщщ су-

или' точные," еЮ опредалщи^ Sio/ ущ% яерозмодс^О: едйрдт^,
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предполагая оператор А только положительным; в данной главе

мы будем считать его положительно определенным.
2. Может случиться, что оператор определен на

недостаточно широком линеале. В таком случае задача о минимуме
функционала (2) может не иметь решения, которое, однако, будет
существовать, если линеал М, а с ним и оператор должным

образом расширить. Ниже мы покажем, что для положительно

определенного оператора всегда возможно такое расширение
линеала М, при котором задача о минимуме функционала F(и)
имеет решение1).

Что расширение оператора вызывается существом дела,

легко пояснить таким примером. Пусть S — плоская область,
ограниченная контуром L. Рассмотрим оператор &?w. Чтобы
сделать его вполне определенным, нужно задать область его

определения, иначе говоря, охарактеризовать то множество

функций, на котором этот оператор задан; для этого укажем
краевые условия, которым эти функцшГудовлетворяют, и

количество непрерывных производных, которыми они обладают.
Пусть функции из области определения нашего оператора
удовлетворяют краевым условиям

И*-о, w
= 0.

С точки зрения механической дело идет о пластинке с жестко

закрепленным краем. Поскольку в оператор А2 входят
четвертые производные, естественно потребовать, чтобы эти

производные были непрерывны. Сделаем это и поставим задачу о

прогибе пластинки под действием нормальной нагрузки,
которая меняется разрывно. Это сводится к интегрированию, при
упомянутых выше краевых условиях, уравнения

Л27Д, - Л!Е. j_ о
d*w

о- EIL - я (*> у)
aw~

дх* +/ дх*ду* "*"
ду*

"~

D »

где q(x,y)—разрывная функция. Но это уравнение не имеет

решения в определенной выше области оператора А2, так как у
решения нашего уравнения по крайней мере бдна из

производных четвертого порядка
d*w d4w d4w
1?"» дх2ду2

> ~ду*~

разрывна. Если мы хотим найти решение нашего уравнения как

1) Общее решение этой задачи впервые было получено К. Фридрихсом [2].
Наше решение (см. статьи автора [4] и [8]) отличается от решения Фридрих*
са как по форме, так и по способу доказательства,
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элемент области определения оператора А2, то, очевидно, эту

область предварительно необходимо как-то расширить таким

образом, чтобы она содержала и некоторые из функций,
имеющие разрывные производные четвертого порядка.

§ 14. Обобщенное решение задачи о минимуме функционала
энергии

Пусть А — оператор, положительно определенный в

гильбертовом пространстве Я, и пусть требуется решить уравнение
Аи = f, f e Я. Для этого достаточно найти элемент,

реализующий минимум функционала (2) § 13. Но, как мы видели в

§ 13, эта задача в общем случае не имеет решения. Чтобы

сделать ее разрешимой, мы несколько изменим ее постановку.
Прежде всего, если и е DAi то (Аи, и) = [и, и]А. Далее, если

f — фиксированный элемент из Я, а и — произвольный элемент

энергетического пространства ЯА, то скалярное произведение
(u;f) есть функционал, ограниченный в НА. Действительно, по

неравенству Коши—Буняковского (неравенство (3) § 2)

\(и, f)\<\\fh\\u\\.

Далее, по неравенству (5) § 9 || ы II ^ | и l^v и, следовательно,

к«. h\<m-\uuv.
Величины 11/11 и у суть постоянные, и последнее неравенство

означает, что функционал (и, f) ограничен в НА. Но тогда по

теореме Ф. Риса (теорема 1 § 5) существует единственный
элемент и0 е НА такой, что для любого элемента и е НА
справедливо тождество

(и, /И [и, щ]А. (1)

Теперь функционал F можно представить в виде

F(u) = [u, и]А-[иу и0]А-[и0, и]А. (2)

Формула (2) установлена для элементов множества М = DAl но

ее правая часть определена на всем энергетическом
пространстве НА. Пользуясь формулой (2), расширим функционал Р(и)
на все пространство НА и будем искать минимум НА на этом

пространстве. Как мы сейчас увидим, видоизмененная таким

образом вариационная задача решается совсем просто. Прибавив и

отняв справа в формуле (2) выражение [u0,u0]Ai мы приведем
эту формулу к виду

F{u) = [u-u0i и-и0]А-[щ, uQ]A = \u-u0\2A-\u0\2A. (3)
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v Из формулы--. (3)' i^cHQj лчтг^лминкмут ;£'(^)оД€гстиг^©тс^;тагда
и.только;лгрвда, ;кргда>#л*= w^:[Е1ф№Г>зтомо11«iг-.о:iл]ь •; лр! ,а л,~,-1п

-. , ..... .: ;.:,л;.'ф п; 'Лл*; ,юл-л ;. ;ли;ллргл;л Ki.o ииогн ,г.и:лл;си;о

л;/и,1-а'|^№1штг;'/ь(%)'тг ^Ji^Wiioqn л:лпл1лл^;вц :лШ

Элемент ип назовем обобщенным решением уравнения Аи « f.

парабельно, то (§ 11) прост^Й#Ш8 НА также сепарабельно, и

ц0 pa;3Jip5^Hivnj|n()i$TOif! го^с;т^f.^,в; j^p^^^^b?^^jРя«^ -_^, \ \ ^ w^

;!
■ •

• Л !,!i/ >ЛЛ = ,(;ll 8 i co$ (ii) К ГЛЛ'О'Л i Л SV'j) 1Г(К1!11Ш/ ШГШ
-

•

> :'o.)i!} ^лллп-г] \ЩШ^\[щущ]Ащ}\по н тллшг гле ,С1($
л;л. i >ол ■; > :/.'■!«■ л/* л iiwl о-г.'лЛ mr лл>\:;<<л Л[; <;q оО «Л'КП

?;,.--> л.'-;пл;11 ,ju \\| (л ,\\t\) or f/,(\ ~л u лглл foma DiUKoqll
ПОЛОЛШВ!© I формуя©лО) ^ «= ^..'ЯОЛуЧВМГа' ГллП!!ГЛ!0<-]?Г)ИИф --- \
чи •;,■ ш !юфг

-

(нь]}Л'Л-,л'> от /ч\\ рл'[л1!П(|г;о(Л[ о'тлтячпэ iqone
ел ллкп/тктлплД к\\ [Цо9й(^юА>1чтг,(^т\г.г,\1о)1}ГАи7ф лтэо (\Tvi)

(S! # (о) он гжлшлрн) oio>r)/!o>!RHV(J -miio/f /axojioaBvqoH
Вместе с формулой (5) это приводит к представлению
обобщенного решения в вадЫ! <В{ШгоМ&лыА(1>го (в энергетическом
пространстве) ряда
,о:\\: лл;ллг'Ч1.о fn </\r}\\j •\fc\'1 V. Ъ (?,) учт')ип?\!\сри оп гооги;Д

"0=2 (/, <оя)©я. лЛ>|«1-П|!->(<\ ,<«
О.'

"

h VH;<{ Л* '»•«;}.•• -."оц ?; /)! й?11ьч»! н)Л Л ГУ \> у Ii !j\j! МПП?Л!Г/)П
OW i\V- JfJl (.11 , \\ .4 Н'Л'ПЛГ.Л Ь'» { \ Л-\ ) !Л;Л0Л1!>«П/ф oflr Л'9П1ТП1П:0

Ррд ^„^дидед ШгР> £tfepr™ef^^
ДШ^. йрходчогрппр^традрт^(^)1а ьид orv .Ггоявг И\:лп>л лгш

Пример. Рассмотрим задачу о кручении сщр^щК{(^сщщ^:
рие которого есть прямоуг^л^ик(лр^х«<а, 0-41у^£Ь.
Функция кручения $(х,у) удовлетворяет уравнению Пуассона

<ч\\:я п л nin^r')iy;(|jU}^iy^0W ^ гилпмшл луф л(|ЭП9Ж

где G —модуль сдвига, 9 —угол закручивания на единицу дли-

ды сгержд^^фодее^^ пЦФь<№
сторону прямоугольника rxt=0r х = о, ;J{/;f=.Q, .й^^.^мл-пп .„

^^^Hpuonp^e4eH(№i«,,rec^^H|f4R^^a бб^^Щ), ^одо^едртдо
&се фавны ^у^ц^^авдц^^
веское доррздрдодеъдвуй фурвдич,,^^, ц.р^НЪЩМШЩ
форму^Орм^ ^.f^ :U, м1!ц'..!чпс|:л-.. [К) 'il'-Yf/tjo-f» Л tiiuqir) jntino

- i. vi\TiM л \'\\::'.sr:'>fy уте
[и, v]« - I I о(х, у)ки{х, y)dxdy;
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а Ь

М2=- ^*{Ьгу)А*Ш№*(!у-=1ь 1> <0i-r
о о

Функции i Ч

" ^ фХ^Гу1= siii^si^» Ж Wl.l*, 3 (8)

г^/ г ч г м -^ f
^ г I ~.1 \ г

1 "*'

-• ~-

непрерывно7 дифференцируешь ейол&ко! угодно раз и

обращаются в нульгна контурегпрямоугольника д потому входят ^-в
Щ^сШШрШёЖяяЧпёр^Ьр¥шшШ зШчйГЬш? бртбЬрналв-
Ш гйгэнёргйй; ^Тобыйрхэде доказать это, заметам, что

л

ОНс^ГОТБРНОлО R?fVTr.№2!(^L/l^ 4г Ш^Мт ($!L A
Теперь ^ . хги\ .

О О

с!тэонапэтвоодз*.эоп нвшогщтыштЬМ .о! 2

- я2 (г2/а2 + s2/62) ^Ч!И^8МаЖ dx j sin JW£Msin «L dy.

OlOqOTOJf RHHSPBHS ,Р,Б&ОШШГ{ф ПЩОТОльЯ — {^)'l> diydl
b BiiHHsqi rrii>khh rgiu»ot тэуатээшуэ влюТ .'{£ипэ kinainriisqio
Если выполняется хотя бы одно из неравенстр^^в^/ядаг^^ф
то [фтп, Фгз] = 0, что и тре^91РФЧФйь=Дрказать. Полагая г = m и

s = п. найдем

вавнондннуф RHHsrJjSfeqiio^iT^Hi1,^ хышвжэг.двшщп д°ш;1>ггг/ф
«впвнондянуф оюте rtji йэумо^иешмтшг. нэгзваи^вн ,(^)Ф

так что система (8) не нормированная. Поделив (pmn(x> ffj й!
|ф«»1. получим систему

•*-<«*; 1 J™
— о« н дотвоэпо lUd&mvCeTJqw онаг/птйюг.рп т$\ сИУ(П ,

VPmn\Xi У'ъ\ b2m2-£ШЪ&я$^( фшШйощ зюннэд1до$у
(I) Л-мК

А&"£
jr оюте Rrj/н ttt §

t&oaTOH9£i6q RDT9yeNqsn:ifiqBX dTDO.idusT

(S> * (*• У).Й o}S- ОД&) Wittm* (X, У). (10)
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Вычислим коэффициенты этого ряда:

а Ь

(2G9, <фт/г)= J J 2GQqmn(x, y)dxdy =
о о

а Ь

4G6 _ f ab Г . тпх < Г . ппу ,

-—У b2m2 + a2n2 J 8Ш—*Ч *n-frfjf ■

4abGQ

п3тп Vixrhsrli-i-Wli-i-in
Отсюда видно, что коэффициенты ряда (10) равны нулю, если
хотя бы одно из чисел т или п четное; если же эти числа оба

нечетные, то

(2G0, г|)т„) = пгтп у Ъ2т2 + а2п2
Л

Подставив это в (10), получим окончательно

. тпх . ппу
,

, |32G9a262 у
Sm

a
Sin~

/цч
Ч\Х> У)- Я4 2d тп(Ь2т2 + а2п2)

• V '

т,"п-1, 3, 5, ...

§ 15. Минимизирующая последовательность

и ее сходимость

Пусть Ф(и)—некоторый функционал, значения которого
ограничены снизу. Тогда существует точная нижняя граница d I

функционала Ф(и):
d = ini<b{u).

Введем определение: последовательность ип, п = 1, 2, ...,

функций, принадлежащих области определения функционала
Ф{и), называется минимизирующей для этого функционала,
если

lim 0(un) = d.

Пусть А—положительно определенный оператор и а0
—

обобщенное решение уравнения

Au-f. (1)

Функционал энергии, как мы видели, приводится к виду (3)
§ 14, и для этого функционала минимизирующая
последовательность характеризуется равенством

. \\тР(щЬ=-\щ$. (2)
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Теорема 1. Если оператор А — положительно

определенный, то всякая последовательность, минимизирующая для

функционала энергии, сходится по энергии к обобщенному решению
соответствующего уравнения (1).

Доказательство очень просто: если последовательность ип,

м=1, 2, ..., минимизирующая для функционала энергии, то

из формулы (2) настоящего параграфа и формулы (3) § 14

следует

^(«J-Iw.-moU-KR-^-ImoR.
Отсюда \ип — и01->0, т. е. ип-^+и0. Одновременно ип-+и в

норме исходного пространства Н.

Теорема 1 лежит в основе многих прямых методов. Именно,
чтобы решить уравнение (1) (предполагая/ что его решение

существует), достаточно для интеграла (2) построить
минимизирующую последовательность; любой ее член представляет
собой приближенное решение данного уравнения. В различное
время были предложены многие способы построения
минимизирующей последовательности. По существу один такой способ

содержится в предшествующем параграфе: если через ип
обозначить частные суммы ряда (6) § 14:

п

то ип—+и. Известным недостатком этого способа является

трудоемкость процесса ортогонализации. Наиболее важным

методом построения минимизирующей последовательности

является метод Ритца; укажем еще метод Куранта [1], метод

Л. В. Канторовича «приведения к системе обыкновенных

дифференциальных уравнений»1), также принадлежащий Л. В.
Канторовичу «метод наискорейшего спуска»2). С большей или меньшей
степенью подробности перечисленные методы будут изложены в

ближайших параграфах настоящей главы. Упомянем еще о

методе наименьших квадратов, которому посвящена гл. XI

настоящей книги. Этот метод применим и к таким уравнениям вида

(1), где оператор А неположителен и даже несимметричен, но

в случае положительного А метод наименьших квадратов, как

это будет показано в своем месте, приводит к минимизирующей
последовательности.

Теорема 1 верна и для оператора, только положительного,
если соответствующее уравнение (1) имеет решение,
принадлежащее энергетическому пространству.

1) См. Л. В. Канторович и В И. Крылов [1].
2) См. Л. В. Канторович [2], гл. III, а также Л. В. Канторович и

Г. fl. Акилов [1], гл. XV,
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1) В частных случаях область значений Gf моЖерусовпасть с "д*
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большей величиной |f|/у. Тогда |£?/|<|f|/;Y2 или |G|<1/y2. Далее, по

формуле (1) [Gf,/] — [/, GfY='(f,J) >*0. ОтЪЬда!,'как и выше, вытекает

положительность Gf, на этх^{^ вт^^а^ве,^^ ,_

^ /|!!М11..1П!)!)П|,М(|; /

Если Gf = 0, то формула (1) дает v,fa,/)^ WSate'AteHtf f; тУким
d6pH3dti», ^тбШййён -0 Я ко'ТЛей'зйёЛёнтЬк! •Щ'Й; Щ 4й1йн*ости,
ко всем элементам исхо&Йгб'ШкёаЫ Л.'Нйб^йЫ-б'^'^'Ио^йем-
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оператор G~l, обратный оператору G. \-.^-\*-\\ .\w шмиьи

"'■•"fte^tt'tf'a 1. ОЛ^Ло^'О^^'й^^оШи^ййб 6пёрШр& Л.

Достаточно доказать, что G_1tf = Ли, если «gI Ftyttb1'Мо'1^
произвольный элемент из ^Ai Обозначим Аи0 через /, тогда

Аи0 = f. По теореме 2 § 13J#o ^алй$ует минимум функционала
энергии; по доказанному в этом параграфе и0 = Gf. Отсюда / =--

** в~Ыо*ф№етйтмто1"6Ни<1*ь Лшь,п^о дашшнаегг»теорему;
" Т10отрюЬн«оё^^и»^вшеи» задачи'о минимуме(функцианаиа
энергии может входить Ви£)л=. Afy тогда1по^теиф^еьйл§»?18'-&то
решение одновременно является и„решение^ уравнения Au~f.
Если же он®^не^одатгв AfvfP мн^ъсе ^се буд|ем ю^е!У1атРивать
его как решение (оЙоощенАоё) этого уравнения, тем самым мы

расширяем оператор Л. Можно доказать, что при таком

расширении оператор fliOcvoe^tw полр^ительш Определенным.
Подробнее об этом см. книгу автора [11]. {-

'
\

иы r.i'.r.-unn.'i Ь'1) i 11 п ^ 11; / * | • '-:^ >П"
.
и\ . ,ь г.:г « !шмл-Ь - vi ?/ »«j -^м/i

Л IMr.r,HN.'|l'l ОН ,\\1Г§!Л7*пЦр011еЪ&!Ртт .Hi: .iM.l'l! ■ь-.||1||.|,М!Ш

ИИ И ИГ »*»:.»!{ >П '• НПП »i:;!t.'| / *ii.:-} M'j:r.' '"» i ;|-.f, П.ППР1111Г. '>!/'»! -»Г>

!ГГДроцерснргртда;да^р;и9др^ да методов ^ц^тро^ния. минимри;-
рукщей 1)юс^Ш?^Т8Ль^0Шго9н 0щгнз^р^енr$$}$pi№tiP Ш1
менительно к конкретным задачам, ррсс^ртр^^. ,,са$иэд
Ритцем; здесь будет дано его изложение для довольнЬ общего
Класса задач. Для упрощения \выкладок'ЪТ^йничимся случаем
вещественного гильбертова пространства Я1; результаты
переносятся на комплексное пространство без изменений.
.... Пусть1-А-*-пототгрёйьно' •определенный ■ ой^раФар,?!в;7прЬст-

ЧЧЧ«-ЦЯ ,;;Г jj -.j ti , ,, U ,|>, { „, -,{].,) .. ,;/. ; '» t- l » » *
{, V ) \ H'llll'rrl.) V/ /М1Н1ПМ

*
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равносильна задаче о построении элемента энергетического

пространства, который реализует минимум функционала

F(u) = [u,u]A-2(u,f) (2)

в энергетическом пространстве. Эту последнюю задачу будем
приближенно решать следующим образом.

Выберем последовательность элементов

Фь Ч>2> •••> Ф/г» •••> (3)

удовлетворяющих следующим трем условиям:
1) все элементы фп g Яа;
2) при любом п элементы фЬ ф2, ..., <pn линейно независимы;

3) последовательность (3) полна в НА.
Элементы (3), следуя Ритцу, будем называть

координатными. Совокупность координатных элементов назовем

координатной системой. •

Построим линейную комбинацию первых п координатных
элементов

п

ип = 2 a^i (4)
/-1

с произвольными численными коэффициентами а$. Подставим ип
вместо и в функционал (2); это превратит F(u) в функцию п

независимых переменных аь 02, •.., Яп:

F(un) =
п п "1 / п \

2 а/Лф/, 2 акАщ - 2 (2 а*Ф*1 / =

n n

= 2 [ф/, Ф*] afak
- 2 2 (Ф*. /) afc. (5)

/, fe=i fe=i

Выберем коэффициенты а;- так, чтобы функция (5) приняла
минимальное значение. Как мы сейчас увидим, это приводит к

системе линейных алгебраических уравнений с неизвестными

аи #2, ..., вп- Функция (5) достигает минимума при тех

значениях независимых переменных, которые обращают в нуль ее

первые производные 1):

i^= 0, /=1,2,..., я. (6)

1) Уравнения (6) дают, как известно, необходимые условия минимума

F(un\. Однако, используя положительность оператора Л, можно доказать,

что коэффициенты аь а2,..., ап% удовлетворяющие системе (6), реализуют
минимум величины F(un). Это же замечание остается в силе и для задачи

о собственных числах (§ 42).
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Производные (6) легко вычисляются:

^^= 2 2[ФьФМ-2(/,Ф/).

Приравняв эти производные нулю, получим систему Ритца:

7=1, 2,21 [фЬ Ф/1 CLk = (f. Ф/)>
Л-1

., Л,

или, в более подробной записи,

[<р„ %] ах + [ф„ ф2] а2 + ... + [фь фЛ] ая = (f, ф^,

[ф2, Ф,]а, + [ф2, Ф2] а2 + ... + [ф2, ф„] а„ = (/, ф2),

97

(7)

(8)

(8!)

[фп> Ф1] fli + [ф/г, Фг] а2 + ... + [фЛ, фд] ая = (/, ф„).

Координатные элементы (3) можно выбрать из области DA\
тогда [фл, фЛ = (Ащ, ф^), и система Ритца принимает вид

(Лфь Ф1)а, + (Лфь ф2)а2+ ... +(Лф1э фя)ая = 0, ф,), )
(Лф2, ф,) а, + (Лф2, ф2) а2 + ... + (Лф2, ф„) ап = (f, ф2),

(Лфя, фО а, + (Лф„, ф2) а2 + ... + (Лфя, фя) ап = (/, фя).

Определитель системы (8)

[ф1, ФЛ [Ф1> Ф2] • • • [ф1> Ф*]

[ф2, Ф1] [ф2» Фг] • • • [ф2> Фя]

(82)

(9)

[фя, Ф1] [фп, Фг] • • • [фя> Фя]

есть определитель Грама линейно независимых элементов

Фь Ф2, ..-, фп и потому отличен от нуля. Отсюда следует, что

система уравнений Ритца всегда разрешима, если оператор А

положительный. Найдя коэффициенты а\,а% ..., о>п и

подставив их в (4), получим элемент ип, который будем называть

приближенным решением уравнения (1) по Ритцу.
Выясним связь между точным решением минимальной

задачи, определяемым формулой (6) § 14, и приближенным
решением, к которому приводит процесс Ритца. Пусть элементы фп

заменены новыми элементами $п по формулам

ф1 = апФь

■ф2 = а21ф, + а22ф2,

% = Я/ИФ! + Я/12Ф2 + • • • + ЯттФ/1»

7 С. Г. Михлин
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в которых все постоянные айн отличны от нуля. Отыскивая ип

в виде
п

ип = 2 ak(fk

или в виде
п

ип = 2 &л,

придем к одному и тому же результату, потому что выражение

п п k п п

2 bfftb = 2 bk 2 ЯыФт = 2 Фт 2 Я*/А
fc«l fc=l m*=l m=l fc=m

есть линейная комбинация элементов ф&, а выражение
п

2 ад*

в свою очередь есть линейная комбинация элементов ^. Имея
это в виду, подвергнем координатную систему {фп} ортогонали-
зации по энергии. Новые элементы, полученные в результате
ортогонализации, обозначим через соп. Теперь

[«*.«/]-«*/-{ 0f кфи
(Ю)

и система (8) принимает особенно простой вид

я/
= (/> «/)•

Но тогда

«« - 2 (/, <»ft) Щ,
.
(И)

т. е. приближенное решение задачи о минимуме функционала
энергии, получаемое процессом Ритца, совпадает с частной

суммой ряда (6) § 14, представляющего точное решение.
Как было отмечено в § 14, ряд (6) § 14 сходится по энергии.

Отсюда и из формулы (11) сразу вытекает следующая теорема:
Теорема. Если А — положительно определенный оператор,

то приближенные по Ритцу решения уравнения (1) сходятся к

точному обобщенному решению этого уравнения как по энергии,
так и в метрике исходного пространства.

Легко видеть, что последовательность приближенных
решений по Ритцу — минимизирующая для функционала энергии.

Приближенное по. Ритцу решение ип тем ближе (в смысле

близости по энергии) к точному, чем больше п. Для достиже-
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ния высокой точности приходится брать большое /г, т. е.

большое число координатных функций. Это приводит к

необходимости решать систему (8) с большим числом уравнений и

неизвестных. Для ознакомления с практическими методами
решения таких систем отсылаем читателя к книге Д. К. Фаддеева и

В. Н. Фаддеевой [1]. Отметим только, что решение системы (8)
облегчается ее симметричностью.

Использование большого числа координатных элементов

может, в случае их неудачного подбора, привести к большим
ошибкам из-за неизбежных погрешностей вычислений. Об этом

см. книгу автора [26]. Краткое изложение относящихся сюда

результатов см. ниже, § 82.

Замечание 1. Если система (8) уже построена и по тем

или иным причинам желательно получить менее точное

приближение, не содержащее некоторых из координатных функций,
то коэффициенты а*, соответствующие этому менее точному

приближению, найдутся из системы, которая получается из

системы (8) усечением, т. е. вычеркиванием строк и столбцов,
соответствующих отброшенным координатным функциям.
Аналогичное замечание справедливо и в проблеме собственных
значений (см. § 42).

Пусть по-прежнему соп, /г= 1, 2, ..., означает координатные
элементы, ортонормированные по энергии, так что имеют место

соотношения (10). Обозначая для краткости с* = (/,(*)*), имеем

п оо

ип= 2 С№, "0=2 сгщ.

Мы уже видели (формула (4) § 14), что F(uQ)= — | и0 р.
Докажем, что если ип -— приближенное решение уравнения (1),
построенное по методу Ритца, то

F(un)=-\un\*. (12)

Действительно, F (ип) = | ип р - 2 (иПУ f), но

/ п
'

\ п п

(Um f) = 2 Ci(Oh f = 2 С{ (©,, f) = 2 С%

Далее, элементы соп ортонормированы в энергетической норме;
по формуле (2) § 4

Отсюда следует, что

(«„,/) = КI2 (13)

7*
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и F(ип) = - |ипр. Перейдя в (13) к пределу при я-*оо,

найдем также, что

(«o.f)«l«oP. (14)

Из формулы (7) § 4 вытекает, что

КР-2<#

отсюда видно, что с возрастанием п величина \ип\ возрастает,

причем
KKKI; \ип\-ч-^*\щ\. (15)

Пусть n>k. Вычислим величину \un — uk\2. Имеем

п k п

по уже упоминавшейся формуле (2) § 4

\Un~Uk\*= 2 С]
или

к-и*рч«,.рчиар. (16)
Аналогично

l«o-«*P-|«oP-l«J2. (17)

Пусть и — произвольный отличный от нулевого элемент
энергетического пространства. Элемент cpj = и/\и | нормирован в

энергетической метрике. Будем рассматривать q>i как первый член

некоторой ортонормированной в энергетической метрике
системы и будем искать приближенное по Ритцу решение
уравнения (1), полагая в формуле (4) п = 1. Тогда их = ci<pi, где

ci=(A<Pi) и \%f>\uxf = c\. Но с\
= (f> Ф1)^ О* и)1\"I и мы

приходим к полезному неравенству

Замечание 2. Требование полноты координатной системы

не вполне необходимо. Действительно, нет необходимости в том,

чтобы любой элемент энергетического пространства можно было

аппроксимировать координатными элементами — достаточно,
чтобы такую аппроксимацию допускало обобщенное решение.
Поэтому, если заранее известно, что искомое решение
принадлежит некоторому классу, более узкому, чем DAy то достаточно,

чтобы координатная система была полна в этом классе. Напри-
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мер, если известно, что искомая функция четная относительно

какого-либо из независимых переменных, то можно брать в

качестве координатных только четные функции той же

переменной, и достаточно, чтобы выбранная система координатных
функций была полной относительно четных функций из НА.

§18. Другие методы построения

минимизирующей последовательности

Метод Ритца является важнейшим, но не единственным

методом построения минимизирующей последовательности. В

настоящем параграфе мы коротко изложим еще три таких метода:

один из них указан Р. Курантом [1], а два других Л. В.

Канторовичем (см. Л. В. Канторович и В. И. Крылов [1], Л. В.

Канторович [2], Л. В. Канторович и Г. П. Акилов [1]).
Метод Куранта. Р. Курант [1] предложил метод построения

минимизирующей последовательности, которая, при известных

условиях сходится не только в среднем, но и равномерно
вместе с последовательностями производных до некоторого

порядка.
Пусть дано дифференциальное уравнение

Au = f (1)

и требуется найти его решение, определенное в некоторой
конечной области Q m-мерного пространства (хи *2, ..

•, хт) и

удовлетворяющее на границе S этой области некоторым
однородным краевым условиям. Допустим, что оператор А

положительно определенный на множестве функций, удовлетворяющих
краевым условиям задачи. Это решение реализует минимум

функционала
F{u) = (Au,u)-2{u9f).

Предположим теперь, что данная функция / имеет непрерывные
производные по х\, %2> . • •

> Хт до некоторого порядка k

включительно. Составим новый функционал

фм-™+2 2 \JX\4- (2)
/=0 aj+a2+ ... +am-/|| ах\ ах2 • • • ахт ||

Очевидно, 0(u)>F(w). Далее, функция и, реализующая

минимум F(a), реализует также минимум Ф(и), так как эта

функция делает наименьшим в (2) как первое слагаемое, так и

второе, которое она обращает в нуль. Отсюда следует, что решение
нашей краевой задачи можно найти, отыскивая решение
задачи о минимуме Ф{и). Построим для этрго функцирнала
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минимизирующую последовательность {ип}, например по методу
Ритца. Тогда, очевидно,

д1{Аип-П
дх"1 дх"2 ... дхатт

-О, /=1, 2, ..., к; (3)

соотношения (3) позволяют сделать дополнительные

заключения о сходимости минимальной последовательности.

Рассмотрим для примера уравнение Пуассона
-Д« = /

на плоскости при краевом условии и\в = 0. Положим в (2) k = 0.

Тогда

Ф(и) = (-Аа>и)-2(и>/) + ||Аа + /|Р-

-/{(£)*+($)'-*' + №■ + '»'}*•
Построим минимизирующую последовательность ип. Тогда,

очевидно,

j(Mn + f)2dQ-+0. (4)

По формуле Грина

ип(х, y)~ti(x,y)=- j G (х, у; |, r\)(Д«п + f)dQ9
Q

где G(x,y; |, r\) — функция Грина1) для оператора Лапласа.
Отсюда по неравенству Буняковского

. Iип{х, у)-и(х9 у) I<

< л/j G2 (х9 у\ £, л) d\ dr\ л/°j (Да + f) 4 dr\. (5)

Функция Грина удовлетворяет неравенству

0<G(x,#; |,r))<a|lnr|+&, (б)

где а и 6 — постоянные; отсюда легко усмотреть, что первый
множитель справа в (5) ограничен:

VIG2(х9 у; £, л) d%dr\<C9 С « const.

мер.
х) Относительно функции Грина и последующей оценки (6) см., напри*

, В, И. Смирнов [3], 220—224.
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Рис. 6.

Теперь из (5) следует, что ип(х, #)-> и(х, у) равномерно в

Q = Q + 5.

Введение добавочных слагаемых в Ф(и) усложняет

вычисления; это усложнение, однако, может быть оправдано, если по

смыслу задачи желательно получить

равномерно сходящуюся
последовательность.

К. Н. Шевченко [1] применил метод

Куранта к трехмерной статической

задаче теории упругости.
Метод Л. В. Канторовича приведения

к обыкновенным дифференциальным

уравнениям. Л. В. Канторович
предложил метод решения минимальных задач,

существенно отличный от метода Ритца.
Этот метод подробно изложен в

монографии Л. В. Канторовича и В. И.

Крылова [1]; здесь мы ограничимся некоторыми
пояснениями.

Для простоты допустим, что область Q плоская и имеет вид,

изображенный на рис. 6, и что требуется проинтегрировать
дифференциальное уравнение (1) при условии u\ssa0. Пусть
оператор А положителен на множестве функций, удовлетворяющих
указанному краевому условию. В этом случае наша задача

сводится к задаче об отыскании минимума функционала F(u) =
= (Au,u)— 2(u,f).

Положим
п

М*. 0)в2зе*(*»у)М*),

где %к(х,у) —известные функции, равные нулю на S, кроме,
может быть, прямых х = а и х = Ь. Функции одной переменной
fk(x) определим из требования, чтобы функционал F(un) имел

минимальное значение. Обычными для вариационного
исчисления методами1) мы получаем для fft(x) систему
дифференциальных уравнений; к ним добавляются краевые условия при
х = а и х = Ь, вытекающие из краевых условий задачи:

Ма)-Ы6)-0, *-1, 2, ..., п.

Как мы видим, сущность метода Л. В. Канторовича состоит

в том, что он сводит (приближенно) интегрирование уравнения
в частных производных к интегрированию системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.

') См., например, В. И. Смирнов [3], гл. II.



104 ГЛ. III. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД

Метод наискорейшего спуска. Этот метод непосредственно

применим только к таким симметричным операторам, которые

удовлетворяют двойному неравенству

т\\и\\2^(Ащи)^М\\и\?, (7)

где т и М— положительные постоянные. Такие операторы
принадлежат к классу ограниченных операторов.
Дифференциальные операторы в этот класс не входят, поэтому применение
метода наискорейшего спуска к дифференциальному уравнению
требует такого предварительного преобразования этого

уравнения, чтобы оператор, стоящий в его левой части, оказался
ограниченным.

Итак, пусть оператор А удовлетворяет неравенству (7); из

этого неравенства, между прочим, следует, что А —

положительно определенный оператор. Рассмотрим уравнение

Au-U (8)

где и — искомая, a f — данная функция. По теореме о

функционале энергии (§ 13) решение этого уравнения равносильно

решению задачи о минимуме функционала

F(u)~(Autu)-2(u,f).

Возьмем произвольную функцию щ. Может случиться, что

Ащ = /, тогда задача решена. Если же Ащ Ф /, то примем щ
за первое приближение к искомому решению. Для построения
второго приближения положим Ащ — /= vx и выберем число а

так, чтобы выражение F(ux— avx) приняло наименьшее

значение. Раскрывая скобки, легко найдем

F(щ - avx) = F (щ) - 2а [(Ащ, vx) - (/, vx)] + a2 (Avu vx).

Приравняв нулю производную этого выражения по а, получим

(Avu vx) a - [(Аии vx) - (/, о,)] = 0.

Это уравнение можно несколько упростить, так как

(Аии vx) - (f, vx) = (Ащ - /, vx) = (vu vx) = || vx ||2.
Теперь

(ЛО1,О1)а-К1Р = 0 и a = T^iliy = a1.

За второе приближение примем функцию и2 = щ — av\.

Повторив процесс, получим третье приближение щ и т. д.
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Быстрота сходимости метода наискорейшего спуска
оценивается неравенством

|"fl+i-"oKI"i-Wol(^~) >

где и0— точное решение уравнения (8).
О методе наискорейшего спуска см. также М. Ш. Бирман [1,2].

#§ 19. Метод сеток. Вариационно-разностные схемы

Мы не будем излагать здесь основные понятия и приемы

метода сеток, которые мы предполагаем известными читателю.

Цель настоящего параграфа — показать, что некоторые
сеточные схемы можно получить из энергетического метода, если

несколько видоизменить процесс Ритца. Это обстоятельство было

указано в работе Р. Куранта [2], о которой ниже будет сказано

чуть подробнее.
1°. Об одном видоизменении процесса Ритца.

Как было описано в § 17, при переходе от приближения по

Ритцу с номером п к приближению с номером п + 1 мы

сохраняем все ранее использованные координатные элементы

Фь Ф2> ..., Фп и лишь присоединяем к ним один новый элемент

фп-i-i. Но можно поступать и иначе. Вместо координатной
системы (3) § 17 введем последовательность наборов элементов

«Pip Ч>12» •••» <Piv

Ф2р Ф22> •••» 4W (1)

ФЯ1» Ф«2» •••» Фя*я»

которые подчиним следующим условиям:
1) все элементы (1) принадлежат энергетическому

пространству рассматриваемого положительно определенного
оператора;

2) при любом п элементы л-й строки <ря1, ф„2, ..., <pnft
линейно независимы;

3) система (1) полна в энергетическом пространстве в

следующем смысле: пусть и — произвольный элемент

энергетического пространства; каково бы ни было число е > 0, существует
такое натуральное число N(u, е), что при любом n>N можно

найти постоянные а^, а2Л), ..., а(Лп), удовлетворяющие

неравенству

"71

< е. (2)
1Л
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Приближенное решение задачи о минимуме функционала
энергии будем искать в виде

*»

ип = S akq>nk; (3)

числа а* подберем так, чтобы выражение

F (ия) = [ия, ия]д - 2 (ия, /) (4)

имело минимальное значение. Как и в § 17, мы придем к

системе уравнений

\
2^[ф«ьФЛ = (и«/), (5)

/=1, 2, ..., kn.

По-прежнему определитель этой системы отличен от нуля как

определитель Грама линейно независимых элементов q>nV <prt2, ...

* • •
* %k » Решение системы (5) существует, единственно и доста-

и

вляет наименьшее значение величине (4).
Построенные таким образом приближенные решения (3)

сходятся к обобщенному решению и0 задачи. Действительно,

F {ип)=-\щ- ип\\-\щ\2^

отсюда видно, что построенное нами приближенное решение
сообщает минимальное значение величине

fe=l
, ak

= const.
A

Далее, по данному е>0 определим N(u^z)y возьмем п> N и

подберем а^ так, чтобы выполнялось неравенство (2). Теперь

к-2 «1(4К-«я|л< /е=1

<8, tl>N9

что и требовалось доказать.

2°. Вариационно-разностные схемы. Как было
указано в начале параграфа, видоизменение процесса Ритца,
описанное в п. 1°, позволяет строить некоторые сеточные схемы;
эти схемы носят название вариационно-разностных. Их
построение мы поясним на самом простом примере. Рассмотрим
задачу

-Ijr-fM; о<*<1, и(0)-и(1)-о. (6)
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Как мы видели в § 8, в пространстве L2(0, 1) оператор задачи

(6) положительно определенный. Положим kn = n и зададим

функции q>nh(x) формулой

| 0, 0<*<(*-1)/л,

Ф»И*)-
n((k + l)/n-x), k/n^x^(k+l)/nt

(7)

| 0, (fe+l)/n<*<l.

График функции q>nk(x) показан на рис. 7. Функции (7),
очевидно, удовлетворяют условиям 1) и 2) настоящего пара-

1 1
п п

±1 К Ы
п п п

Рис. 7.

-*»х

графа; можно показать, что они удовлетворяют и условию 3).
Приближенное решение ип(х) имеет вид

п

ип (х) = 2 akwnk (x);

отсюда ah = un(k/n). Таким образом, коэффициенты а^ суть
значения приближенного решения в узлах сетки.

Система (5) принимает следующий вид:

2n*u(j7n)-n2[u((j-l)/n) + u((j+l)/n)] =
Iln (/+1)/я j

] (x-L=r)f(x)dx+ J (1±L-X}f{x)dx\9 (8)
[{I-Din iln J

/= 1, 2, ..., n.

Для упрощения записи мы заменили обозначение ип на и.

Систему (8) можно несколько упростить и привести к более

обычному виду. Для этого обозначим h = 1//г, Xj = j/n и

разделим обе части уравнения на 2. Далее, предполагая функцию /

= п
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непрерывной, можно в правых частях уравнений (8)
приближенно заменить под знаком интеграла f(x) на f(Xj). В
результате получится обычная сеточная система

£2
= /(*/). /-1, 2, ..., п. (9)

Р. Курант [2] изложил идею вариационно-разностных схем

применительно к задаче об изгибе мембраны, а также к

некоторым другим плоским задачам. В задаче об изгибе мембраны
Р. Курант предлагает построить квадратную сетку, а затем

каждый квадрат сетки разбить диагоналями на

прямоугольники; в качестве координатных выбираются непрерывные
функции, линейные в каждом таком треугольнике и равные нулю
вне квадрата и на его сторонах.

Вариационно-разностным схемам посвящена большая

литература. Из работ последнего времени отметим следующие:
Л. А. Оганесян [1—2], Ю. А. Гусман и Л. А. Оганесян [1],
Ю. К. Демьянович [1—3], Ж. П. Обэн [1], В. К. Демьянович и

Ю. К. Демьянович [1]. Методам решения уравнений
вариационно-разностных схем посвящена статья С. К. Годунова и

Г. П. Прокопова [1].
Вариационно-разностные схемы можно проще получать

следующим путем1). Если, например, исходное гильбертово
пространство # = L2(Q), то функционал энергии обычно есть

некоторый интеграл. Заменим его конечной суммой по какой-

нибудь квадратурной формуле и будем искать минимум этой

суммы. Таким путем мы придем к сеточной системе, которая
в качестве неизвестных по-прежнему содержит приближенные
значения искомой функции в узлах сетки, а коэффициенты и

свободные члены системы соответственно зависят от значений

коэффициентов и свободного члена данного дифференциального
уравнения в тех же узлах.

Следует отметить, что при таком подходе нельзя обосновать

сходимость процесса ссылкой на результаты п. 1° настоящего

параграфа.

§ 20. Более общая задача
о минимуме квадратичного функционала

Основные результаты настоящей главы мы получили, исходя
из рассмотрения задачи о минимуме функционала энергии

F{u) = [u9u]-2{u9f).

1) Первой в этом направлении была известная работа Р. Куранта,
К. Фридрихса и Г. Леви [1].
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Такая вариационная задача обычно соответствует

неоднородному дифференциальному уравнению при однородных
краевых условиях. Неоднородные краевые условия чаще приводят,

как мы увидим ниже, к более общей задаче, к изложению

которой мы и переходим.

Пусть в гильбертовом пространстве Я задан положительно

определенный оператор А. Пусть, далее, / линейный, но, может

быть, неограниченный в Н функционал. Рассмотрим задачу о

минимуме функционала

F(u) = \u\*A-2lu. (1)

Она решается в общем по той же схеме, что и задача о

минимуме функционала энергии. Допустим, что функционал /

ограничен в НА. Тогда по теореме Ф. Риса (теорема 1 § 5)
/ы = [м, и0]А, где щ

— вполне определенный элемент

пространства НА. Теперь

F (и) = [и, и]А - 2 [и, и0]А = | и - и0 \2А-1 н01л-
Последнее равенство показывает, что в пространстве НА
функционал (1) достигает минимума при и = щ и этот минимум

равен
- \и0\2Ат

Если функционал / не ограничен в НА, то функционал F не

ограничен снизу, и задача о его минимуме не имеет смысла.

Действительно, если функционал / не ограничен в HAi то при
любом натуральном п можно найти такой элемент ипу что

l"/iL=l и 1ип>п, а тогда F(un)< —2п + 1 и infF(u) = —оо.

Результаты настоящего параграфа будут использованы ниже,

в § 25.



ГЛАВА IV

ВАЖНЕЙШИЕ ПРИМЕНЕНИЯ

ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА

§ 21. Краевые задачи для обыкновенного

дифференциального уравнения

Многие задачи математической физики приводят к

отысканию решения обыкновенного дифференциального уравнения,
причем это решение должно удовлетворять на концах данного

отрезка некоторым условиям, которые всегда можно сделать

однородными. Мы сможем применить развитые в предыдущей
главе методы к нашей задаче, если сможем установить, что

при тех или иных ограничениях оператор рассматриваемой
задачи, определяемый левой частью дифференциального
уравнения и краевыми условиями, симметричный и положительно

определенный. Этим мы и займемся в настоящем параграфе.
Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

Lu=--^(p(x)^) + r(x)u = f(x). (1)

Будем искать его интеграл, непрерывный вместе со своей

первой производной на отрезке а4^х4^Ь и удовлетворяющий на

концах этого отрезка краевым условиям

yt/ {b) + 6u(b) = 0, J
(2)

где a, p, y> 8 — постоянные.

Относительно данных мы сделаем следующие допущения:

а) на отрезке a^.x4ib р(х), р'(х) и г(х) непрерывны1);
б) на том же отрезке р(х)>0, г(х)>0;
в) функция р(х) может обращаться в нуль в некоторых

точках отрезка а^х^Ь, но так, чтобы интеграл
ь

а

1) Эти требования можно ослабить.
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сходился; требование это, в частности, всегда выполняется, если

р(х) нигде в промежутке а^х^Ь не обращается в нуль;

г) постоянные ос, р, у> б неотрицательны, причем а и р, а

также у и б, не обращаются одновременно в нуль.
За область DL определения оператора L примем множество

функций, которые на отрезке а^Сх^СЬ непрерывны вместе со

своими первыми и вторыми производными и которые

удовлетворяют краевым, условиям (2). Докажем, что оператор L

симметричен.
Область DL плотна1) в £г(а, 6) (см. § 4), и нам достаточно

проверить только тождество (Lu, v) = (и, Lv). С этой целью
составим скалярное произведение (Lu,v)> где обе функции
и, dg DLj в частности, обе функции удовлетворяют условиям (2).
Имеем

ь ь

{Lu, v) = - J v-^ (p(x) $jr)dx + J г (х) и (х) v (x)dx.
a a

Первый интеграл возьмем по частям и воспользуемся
условием (2):

ь

(Lu, v) = J [p (x) ^■jz + r (x) uv] dx +
а

+ lp(a)u(a)v(a) + ±p(b)u(b)v(b); (4)

мы предполагаем при этом, что ос Ф О, у Ф 0. Если а = 0 или

Y
= 0, то и(а) = 0 или и(6) = 0, и соответствующие слагаемые

справа в (4) надо отбросить. В частности, если ос = у = 0, так

что условия (2) принимают вид

u{a) = u(b) = 0,
~

(2{)
го

ь

(Lu, t>)= J [р(*)-з£-£ + ruv]dx. (4i)
a

Выражение справа в (4) симметрично относительно и и v\

отсюда легко заключить, что (Lu, v) = (и,Lv), т. е., что оператор!
симметричен.

1) Аналогичное обстоятельство имеет место во всех остальных

параграфах настоящей главы. В последующем мы его особо отмечать не будем.



112 ГЛ. IV. ПРИМЕНЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА

Полагая в (4) v(x) = u(x), найдем, что

ь

(Lu, и) - J [р (х)Щ+ г (х) и2 (*)] dx +
а

Р
Л /,Л «2 /„\ . А+ t/?^)^W + 7^(6)"2(6)- (5)

Докажем, что если хотя бы одно из чисел р и б отлично от

нуля, то оператор L положительно определенный. Рассмотрим
сперва более простой частный случай, когда краевые условия
имеют вид (2i), а р(х)^ро, где р0 положительная постоянная.

В этом случае формула (5) упрощается:
ь

(Lu, «) - J [p (x) (-jpf + г (х) «2 (х)] dx. (б,)
а

В формуле (5i) справа отбросим неотрицательное второе
слагаемое и заменим р(х) меньшим постоянным значением ро.

Равенство (5i) тогда перейдет в неравенство

(Lu,u)>Poj(£)2dx = Po\%l (6)
а

Остается оценить г^Г
• Так как м(а) = 0, то

X

u(x)=j u'(t)dt, ы,(0 = -^г".
а

По неравенству Буняковского при а-^х^Ь
х Ь

а2(*)<(*-a) J и'2 (t)dt <(*-a) j и'2 (t)dt = (*- а)\\и'IP.
а а

Интегрируя это в пределах от а до Ь, находим, что

|ИР<1Ц££||^|р. (7)

Подставив это в (6), получим неравенство

(Lu9u)>y2\\uf; Y2 = 2p0/(&-a)2,

которое показывает, что оператор L положительно

определенный.

Обратимся к общему случаю. Допустим, что р > 0. В

формуле (5) справа отбросим второе слагаемое под интегралом и
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второе внеинтегральное слагаемое. От этого правая часть в (5),
вообще говоря, уменьшится, и мы получим неравенство

(Lu9 и)>\р(х) (-g-)2 dx +1 р (а)и2(а)>В J pu'2dx+u2(a) , (8)
a La J

где В— меньшее из чисел ~р(а) и 1.

Имеем
X

и(х) = и(а)+ j u'(t)dt.
а

В силу элементарного неравенства (а + Ь)2<2(а2 + Ь2) имеем

и2(х)^2и2{а) + 2П uf(t)dt) .

Далее,

и по неравенству Буняковского
2 л

Увеличив справа верхний предел интегрирования, мы можем

только усилить неравенство, поэтому заменим справа х его

наибольшим значением Ь. Тогда получим
/ х \ 2 Ь Ь Ь

\\u'{t)dt\ <j-$jjp(t)u'2(t)dt = AJp(t)ti'2(t)dt
\л '

ft. ft п

и, следовательно,

и* (х) < 2Л J" p (0 и'2 (t) dt + 2ы2 (a).
a

Интегрируя это по л: в пределах от а до 6, найдем

Ци|Р<С j p{t)uf2(t)dt + u2(a)\t (9)

§ С. Г. Михлин
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где С —большее из чисел 2А(Ь — а) и 2(6 —а). Сравнение
неравенств (8) и (9) показывает, что

(Lu,u)^^\\utf, (10)

т. е. что оператор L положительно определенный.
Выше было предположено, что а Ф 0 и у Ф 0. Если одно из

чисел а и у или оба эти числа обращаются в нуль, то

утверждение о положительной определенности оператора L остается
в силе, причем рассуждения даже упрощаются. Пусть,
например, а = 0. Первое из краевых условий (2) тогда принимает

вид и(а) = 0. Вместо (8) и (9) получаются более простые
неравенства

ь ь

(Lu, и) ^ J р (х) и'2 (х) dx, \\uf<A(b-a) j p (x) u' (x) dx,
a a

а отсюда вытекает неравенство (10), в котором следует только

в 1
заменить -т? через ттаТГТ'

В силу теоремы о функционале энергии (§ 13) задача об

интегрировании уравнений (1) при краевых условиях (2)
сводится, если а^О и у^О, к отысканию функции, реализующей
минимум функционала

F(u) = (Lu, и)-2(/, и) = ±р(а)иЧа) + ±р(Ь)иЧЬ) +
ь

+ j* [р (х) и'2 (х) + г (х) и2 (х) - 2/ (х) и (х)] dx. (И)
а

Если а ф 0 или уФО, то соответствующее краевое условие (2),
как об этом было сказано в § 12, естественное; если же а = 0
или у

= 0» то соответствующее краевое условие главное. В силу

результатов § 14 наша краевая задача имеет решение; оно

может быть построено, приближенно или точно, одним из методов,

изложенных в §§ 17—18.

Пусть Uq{x) — точное решение задачи, а ип(х) — ее

приближенное решение, построенное так, как только что указано.

Тогда, как мы знаем, ип—+и. Выясним характер сходимости по

энергии в данном случае.
Ограничимся допущением, что в промежутке а •<*•<&

выполнено неравенство р(л:)>/?о, где^о положительная постоянная.
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По формуле (5) имеем

ь

| и I2 - J" [р (*) и'* (*) + г (*) и2 W] dx +1 р (а) и2 (а) + -£ р (6) и2 (6).
а

Как было указано, ып—->щ> или, что то же,

lim U„-a0| = 0.
Я->оо

По неравенству треугольника (§ 2)

I И* - «тК I «я - Ио1 + | «я» - «о1

и, следовательно,

lim \ип~ит\2 = Ъ.
п, т->оо

Пользуясь формулой (11), этому можно придать вид

i ъ

У а

lim
/i, m->oo J [p (x) («'„ (x) - u'm (x)f + г (x) («„ (x) - «m (x))2] dx •

a

+| /> (a) [ия (a) - nm (a)]2+± p (6) [M&) - „m (&)]2 J = 0.

Слагаемые слева неотрицательны и потому каждое из них в

отдельности стремится к нулю; в частности,

ь

lim {р(х)[и'п(х)-и'т(х)]2с1х = 0; lim[и„(a)-«m(a)]-0. (12)
/г., m-+oo

a

Имеем, очевидно,

ь ь

J Кw -u» W]2 d* <771 p <*>Кw -«»И8 dx>
a

отсюда

lim [[u'n(x)-u'm(x)fdx-0. (13)
a

Таким образом, в рассматриваемом случае из сходимости

функций ип(х) по энергии вытекает сходимость в среднем \их

первых производных.
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Рассмотрим теперь разность
х

% (*> - итW
= "»(«> - "т («) + J КW ~

"т W]Л.

В силу неравенства (а + bf ^ 2 (а2 + Ь2) и неравенства Буня-
ковского

[un(x)-um(x)Y< 2 [и»-«»]»+2 { j [u'n(t)-u'm(t)]dt\ <
*
a

'

x

<2[un(a)-um(a)f + 2(x-a) j [«ДО-«;(*)]»<«.

Заменив справа л: через Ь, мы неравенство усилим:

ь

К <*> " »« И"< 2К (fl) ~ "«(")J2 + 2 (6 - a) J КW -

«» С)]2Л.

(14)

Отсюда видно, что последовательность ^„(x), п = 1, 2, ...,

сходится равномерно к некоторой предельной функции и(х), так

как правая часть неравенства (14) не зависит от х и стремится
к нулю при п—►со.

Нетрудно видеть, что и(х) = щ{х). Действительно, так как

ип(х)—+и0(х),то одновременно1) ип{х) —-► и0(х). С другой
стороны, из равномерной рходимости также вытекает сходимость

в среднем, так что ип (х) -^ и (х), а так как одна и та же

последовательность не может сходиться в среднем к двум разным
пределам, то й(х)= щ(х).

Таким образом, если /?(дг)>ро> 0, то сходимость по энергии
означает равномерную сходимость самих функций и сходимость

в среднем их первых производных.

Замечание. Если отказаться от требования, что р(х) > р0 > О, но

подчинить р(х) условию, что интеграл (3) сходится, то по-прежнему можно

доказать, что ип(х) ->ио(х) равномерно, но вместо равенства (13) мы сможем

получить только более слабое равенство (12), из которого можно в свою

очередь получить, что

Ь

lim f pWKW-«J(x)]2(te-u
1-Х» J L J

a

l) Символом -££:-> здесь обозначена сходимость в £г-
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Переходя к уравнению произвольного четного порядка

т

Lu=^-^b[Pk(x)^] = Hx)' (15)

мы ограничимся простейшими краевыми условиями

и(а) = и'(а) = ... =«(*-» (а)-

«и(ft)-и'(ft)- ...
= иИ-0(&) = 0. (16)

Коэффициенты /?д(х), & = 0, 1, 2, ..., т—1, будем считать

неотрицательными, рт(х) — строго положительным; будем также

считать, что /(х)е L2(a, ft). Интегрируя по частям и используя

условия (16), найдем, что

т ь °

{Lu, и) = £ J p^x)(j£fdx> J Pm(*) (0.)2dx>poll "(m) IP, (17)
fc=0a

где на этот раз

p0 = min/?m(*);

мы полагаем, что /?о > 0.

Неравенство (7) справедливо для всякой функции, равной
нулю при х = а. Функции и(х), и'(х), ..., ит"1(х) этому
требованию удовлетворяют, и поэтому имеют место неравенства

IIаIK-^II</II, иц'и<-^^и, ..., ii^^ii^A^n^)^
откуда легко следует, что \\и{т) ||^( 1_Л II«II- Подставив это

в (17), получим
_

(Lu, a)>Y2II«IP, Y-V^(*^)m-
Последнее неравенство показывает, что при условиях (16)

оператор (15) положительно определенный; отсюда вытекает,
как уже не раз упоминалось, существование решения и

сходимость минимизирующей последовательности. Выясним характер
этой сходимости.

Неравенству (17) можно придать вид

\u\>Vto\\u™\\. (18)

Пусть ип (х), п = 1, 2, ...,
— минимизирующая

последовательность. По теореме 1 § 15 \ип — и0\->0, где щ(х) — точное решение



jj8 ГЛ. IV. ПРИМЕНЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА

задачи. По неравенству треугольника (§ 2) имеем

I ип - ик | < | ип - и0\ +1 uk
- щ\

и, следовательно,

lim \un-uk\ = 0. (19)
ft, tt->oo

В силу условий (16) a(/lm~1)(a)==^w"~1>(^) = 0, отсюда

х

«<Г-1) (*) - "f"" (*) -.J Km) (0 - 4m) (0Jл

и по неравенству Буняковского

х

j »4m-1) W - "f"" W f< (x - a) J" [«£"> (f) - Bf> (t)fdt <
a

<(6-a) J* [u™{t)-u™{t)fdt = {b-a)\u™-u™f.
a

Теперь из (18) и (19) следует, что (т—1)-е производные от

ип(х) сходятся равномерно. Но тогда по теореме Вейерштрас-
са об интегрировании равномерно сходящихся
последовательностей (С1,145) будут равномерно сходиться как сами

приближенные решения ип(х), так и их производные до порядка т — 1
включительно. Из соотношений (18) и (19) вытекает также, что

т-е производные от ип(х) сходятся в среднем.

§ 22. Изгиб балки переменного сечения, лежащей
на упругом основании

Уравнение изгиба балки, лежащей на упругом основании,
имеет вид

Lw-^[EI{x)££]+ Kw = q(x). (1)

Здесь w — прогиб балки в сечении с абсциссой х, /(х) —

момент инерции этого сечения. 1(х) будет постоянной или

функцией от х в зависимости от того, постоянно или переменно
сечение балки. Примем, что ни одно из поперечных сечений балки
не вырождается в точку или в линию, так что момент инерции
1(х) нигде не обращается в нуль. Далее, Е — модуль Юнга

материала балки, К—коэффициент податливости основания, q(x)—
интенсивность нормальной нагрузки. Длину балки обозначим
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буквой /. Если концы балки жестко закреплены, то должны

выполняться краевые условия

w{0) = w (0 = 0; w' (0) = w' (l) = 0. (2)

Уравнения (1) и (2) суть частные случаи (при т = 2)
уравнений (15) и (16) предшествующего параграфа. Отсюда
заключаем, что оператор, определяемый левой частью уравнения (1)
и краевыми условиями (2), положительно определенный, и

задача об изгибе балки, лежащей на упругом основании и

имеющей жестко закрепленные концы, сводится к задаче о минимуме

функционала
F{w)=*(Lw, w) — 2(w, q)

в классе функций, удовлетворяющих краевым условиям (2).
Если воспользоваться формулой (17) предыдущего параграфа,
то F(w) можно привести к виду

ъ

F(w)=j [EI (*) ш"2 + Kw2 - 2q (х) w] dx. (3)
a

Решение задачи о минимуме функционала (3) можно получить
по методу Ритца, для чего необходимо выбрать полную по

энергии систему координатных функций q>?i(x); так как

условия (2) — главные; то координатные функции необходимо
должны им удовлетворять. Если, например, положить

Ф*(*) = (/-я)2**+|, *-1. 2 (4)

то можно доказать, что система (4) полна по энергии.
Приближенное решение нашей задачи получим, положив

wa
= £ akyk (x) - (/ - xf £ akxk+> (5)

и определив коэффициенты из системы (8) § 17, которую
запишем так:

п

%akAik = bh '-1. 2, ..., п. (6)

Здесь

h-{q, <Pk)-lq(x){l-xfxb+*dx; (7)
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коэффициенты Aih можно представить в одной из двух форм,
соответствующих системам (8i) и (8г) § 17:

Aik = (Iq>,, щ) = J щ • Liftdx = j щ \-£p[EI (дО-gjjr) + K%\dx;
о о

/

Atk = [ф„ ф*] = J (EI(x)^-^-+ K<em) dx. (8)
0

Обозначим точное решение нашей задачи через w0(x). Из

общих соображений, изложенных в конце предшествующего
параграфа, следует, что wn{x) r+Wo{x) и и>'п(х)->Т8)ц(х) равномерно,

Если какой-либо из концов балки свободен, то условия (2)
заменяются условиями обращения в нуль величин --гт

и -^-(Е1{х)-^\ на соответствующем конце. Например, если

конец х — 0 жестко закреплен, а конец х = / свободен, то

краевые условия таковы:

ИОН 0, ш'(0) = 0, я,"(/) = 0, ^[£/(*)^]^ = 0. (9)

Нетрудно проверить, что при этих условиях оператор в левой
части уравнения (1) по-прежнему будет положительно

определенным. Проверку этого и вывод проистекающих отсюда
следствий относительно разрешимости задачи и применимости
приближенных методов ее решения предоставляем читателю.

Результаты настоящего параграфа остаются в силе и в том

случае, когда коэффициент К податливости основания

переменный.

§ 23. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

Ограничимся рассмотрением системы уравнений второго
порядка вида

s
р j j *i

~ S lЖ (P» <*> -£■) - яik (x) 4\
= // (*);

-oo<a<x<fc<+ oo, /=1, 2, ...,
s. (1)

Будем считать, что Pjh{x), dpjk(x)/dx, qjk(x) непрерывны; на
самом деле эти требования можно ослабить,
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Пусть краевые условия имеют простейшую форму

Мя) = М&) = °> /=1> 2, ..., s. (2)

Совокупности данных функций /i(x),M*), • •
•» fa{*) и искомых

функций Ui(x)t и,2(х),..., us(x) можно трактовать как векторы

Цх) и и(л:) с 5 составляющими. Введя еще матрицы

Р(х) = IIpjk(х)llj;kkZp Q(x) = \\qik{x)\\]\kkZv можно записать

систему уравнений (1) и краевых условий (2) в виде одного

уравнения

и одной пары краевых условий

и(а) = «(6) = 0. (2.)

Введем теперь в рассмотрение вещественное гильбертово
пространство L2(a, b) 5-компонентных векторных функций,
обладающих тем свойством, что интеграл

ь ь s

\ | и (х) |2 dx = J 2j ul M dx
a a k**\

сходится. Скалярное произведение и норма в L2(0,1)
определяются формулами

ь ь s

(u, v) = J и (л;) • v {x) dx = J 2 uk {х) vk {x) dx, (3)
a a fc=l

b

Hull2» \\м(х)Нх. (4)
a

Левые части уравнений (1) и (2) определяют в пространстве
L2(a, b) оператор, который мы обозначим через А; за область
его определения Dp, можно принять совокупность s-компонент-
ных вектор-функций, имеющих на сегменте [я, Ь] непрерывные
вторые производные и удовлетворяющих условиям (2).

Теорема 1. Если матрицы Р(х) и Q(x) симметричны, то

оператор А симметричен.
Пусть ы,иеZ)A. Имеем

ь ъ

(Ail, у)- - J v (*) ^(P(x)^)dx+jv{x) • Q(x)u(x)dx.
a a



122 ГЛ. IV. ПРИМЕНЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА

Первый интеграл возьмем по частям; вектор \(х) удовлетворяет
условиям (2), поэтому внеинтегральные члены исчезнут, и мы

получим

<A«.v)-J[p£.&+ <*.v]<fc. (5)
а

Далее,
S

<?uv = 2 qibUkVi-
J, к—\

Матрица Q симметрична, поэтому q& = q^\ меняя обозначения

} и к местами, найдем

Quv = 2 qkltifVk= Ц qfkv}uk = u-Qv.

Таким образом, выражение Qu-v симметрично относительно и

и v. Аналогично устанавливается симметричность первого
слагаемого в (5). Отсюда (Au, v) = (и, Av), и теорема доказана.

Теорема 2. Если матрицы Р(х) и Q(x) симметричны,
причем на сегменте [а, Ь] матрица Р(х) положительно определенная,
а матрица Q неотрицательная, то оператор А положительно

определен в пространстве L2{a,b).
Обозначим через Xi(x) наименьшее собственное число

матрицы Р(х)\ по условию теоремы к\{х)>0, а^х^Ь. При этом

для любого вектора t = (t\, h, -.., ts) справедливо равенство

Р (х) t • t - 2
i
pik (x) tfk > Kx (x) S t\. (6)

На сегменте [a, b] матрица Р(х) непрерывна, а тогда на том же

сегменте непрерывны и все ее собственные числа. Непрерывная
и положительная функция К\(х) имеет на этом сегменте

положительную точную нижнюю границу (О, 35). Существует,
следовательно, такая постоянная Я>0, что A,i(x)>X, a<*-<&.
Теперь из неравенства (6) следует

P(*)t-t>xiltf. (7)

Одновременно по условию теоремы

QWt-t- 2^,*W^>0. (8)
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Положим теперь в тождестве (5) v = и:

a a k=*\

В силу краевых условий (2), к функции щ. можно применить

неравенство (7) § 21, и мы получим

Г
s

33Г + <7/*"/«*J
- 2 J] /*«* ^ (9)

Теорема доказана.

В условиях теоремы 2 задача (1) —(2) равносильна задаче
о минимуме интеграла

а I /, ft-l ft.

на множестве функций, удовлетворяющих краевым условиям (2).
В качестве координатных функций здесь следует выбирать
вектор-функции <рп (х) = (фщ (х), ф2п (*),..., q>sn (x)),
удовлетворяющие краевым условиям ф/л(а) = ф/л(&) = 0, /=1, 2, ..., s;

л«1, 2, ...

Приближенное по Ритцу решение имеет вид

п

и* (х) = 2 а*Ф* (л:),
ft*=i

или, более подробно,
п

и/я(*)- 2 ад>/*(*). /= Ь2,...,л.

Коэффициенты ак определяются из системы Ритца (8) § 17;
в данном случае

ъ гГ s 1

fob Ф/1 = J J Pap ~£Г ~~ЗГ + ^рФа/Фр* ^;
л La, 3»i J

Ъ s

(f> Ф/) ~ J J /аФа/ <**•

Можно указать и другие краевые условия, при которых
дифференциальный оператор (Ь) будет положительно

определенным. Так будет, например, в случае условий вида

и' (а) - М,и {а) = 0, и' (Ь) + М2и (6) = 0, (10)
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если Mi и М2 — симметричные неотрицательные матрицы и хотя

бы одна из них—-положительно определенная.
Сходные результаты можно сформулировать и для системы

уравнений вида

т
ь ъ

S<-»<^(p.w^)-«*>. (id

Мы не станем останавливаться на этом подробнее.

§ 24. Основные краевые задачи для неоднородного
уравнения Лапласа

Неоднородное уравнение Лапласа имеет вид

-Да«/(Р), (1)

где А — оператор Лапласа:
т

Р(х\,Х29..., Хт)— точка m-мерного пространства (в
приложениях чаще всего т = 2 или т = 3) и f(P) — заданная функция.
В литературе неоднородное уравнение Лапласа чаще называют

уравнением Пуассона.
Поставим задачу: проинтегрировать уравнение (1) в

конечной области Q при краевом условии задачи Дирихле
и 15 е 0, (2)

где S — граница области Q. Будем рассматривать оператор —Л
как оператор, действующий в пространстве Z,2(Q). За область

определения оператора Лапласа примем линейное множество

(обозначим его буквой М) функций, удовлетворяющих
следующим условиям: 1) они непрерывны вместе со своими первыми и

вторыми производными в замкнутой области Q = Q + S; 2) они

равны нулю на S. Нетрудно видеть, что на линеале М

оператор —Д положителен. Воспользуемся формулой (18) § 7.

Поверхностный интеграл в этой формуле пропадает, потому что

на границе и = 0. Отсюда

(- Ди, и) - j (grad ufdQ > 0. (3)

Остается показать, что и = 0, если (—Дм, и) = 0. Но это

очевидно: если (—Дм, и) = 0, то, как это следует из (3), grad и s 0,
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откуда вытекает, что и—постоянная. Будучи равной нулю на S,
эта постоянная равна нулю.

Из сказанного следует, что сформулированная нами задача

Дирихле равносильна задаче о минимуме функционала
F(и)-(- Да, и)-2 (и, /) (4)

или, если воспользоваться формулой (3), функционала

F(u)= j {(grad и)2 - 2uf]dQ (5)
Q

на множестве функций, равных нулю на 5.

К уравнению (1) с краевым условием (2) сводится, как

известно, задача о прогибе мембраны, закрепленной по краю, под
действием нормальной нагрузки; функция f(P)
пропорциональна этой нагрузке. Функционал (5) пропорционален
потенциальной энергии изогнутой мембраны (см. Е. Трефтц [2], п°26); мы

здесь имеем дело, следовательно, с частным случаем принципа
минимума потенциальной энергии.

Сходный результат получится, если вместо (2) поставить

краевое условие смешанной задачи

[g.+oWu'l-O, (6)

где о(Р)— неотрицательная функция, отличная от

тождественного нуля. На этот раз мы должны в качестве области
определения оператора Лапласа ввести линеал Ма функций,
удовлетворяющих краевому условию (6) и тем же условиям
непрерывности и дифференцируемости, что и функции линеала М.

Нетрудно видеть, что на Ма оператор —Да также положителен.

Действительно, по формуле (3) и краевому условию (6)

(-Да, и)= - j u-^dS + J(grada)2dQ =
S Q

= J" ou2dS+ | (grad uf dQ > 0;

при этом, если (—Да, и) = 0, то необходимо

J аи2 dS = 0, J* (grad и)2dQ = 0.

Из второго равенства вытекает, что и = С = const. Подставив
это в первое равенство, получим

С2 jodS = 0,
s
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Функция о(Р) неотрицательная, кроме того, о(Р) не равна

тождественно нулю. Отсюда следует, что J adS>09 но тогда не-

s

обходимо С = 0 и и(Р) = 0. Таким образом, на линеале Ма
оператор —Д« положительный. Задачу интегрирования уравнения
(1) Пуассона при краевом условии (6) можно заменить задачей
о минимуме функционала

F{u) = {- Ли, и)-2(и, /)= J" {(gradu)2-2uf)dQ + J" ou2dS (7)

на линеале Ма. Краевое условие (6) естественное.

Особо рассмотрим задачу Неймана для уравнения (1). Пусть
ищется решение уравнения (1), непрерывное и непрерывно

дифференцируемое в Q и удовлетворяющее краевому условию

тЧ =0. (8)dv \s
v '

Можно аналогично предыдущему выделить линеал М0,
образованный функциями, удовлетворяющими краевому условию (8)
и тем же условиям непрерывности и дифференцируемости, что

и функции линеала М. Однако оператор —Аи не будет
положительным на этом линеале. Действительно, по формулам (3)
и (8) (—Да, и)= Г (grad ufdQ, что представляет величину не-

отрицательную. Но из равенства (—Ди, и) = 0 не следует, что

assO. В самом деле, функция и=1, очевидно, входит в

линеал Mq и (—Ди, и) = 0.

Чтобы обойти это затруднение, поступим следующим
образом. Прежде всего заметим, что задача Неймана неразрешима
при произвольной функции f{P), и нетрудно найти условие,
которому эта функция необходимо должна удовлетворять.

Проинтегрируем (1) по Q: — J Да dQ= J fdQ; полагая у^1в фор-
Q Q

муле (17) § 7, получим

что равно нулю в силу (8).
Таким образом, для разрешимости задачи Неймана

необходимо, чтобы

f f(P)dQ —0.
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Далее, если задача Неймана разрешима, то она имеет

бесчисленное множество решений, различающихся между собой на

постоянную. Эту постоянную выберем так, чтобы решение и(Р)
удовлетворяло тому же условию, что и данная функция f(P):

J* u{P)dQ = 0. (9)
Q

Очевидно, такое решение задачи Неймана единственное.

Рассматривая задачу Неймана для уравнения (1), примем
за область определения оператора Лапласа линейное множество

функций, которые: 1) непрерывны вместе со своими первыми и

вторыми производными в Q, 2) удовлетворяют краевому
условию (8), 3) удовлетворяют уравнению (9). Это множество

обозначим через JSto. Выше было сказано, что мы будем каждый
раз искать решение задачи Неймана, удовлетворяющее
условию (9) — это можно сформулировать, говоря, что мы будем
искать решение задачи Неймана, принадлежащее линеалу Мо.
Докажем, что на линеале йо оператор —Д положителен.

Действительно, мы по-прежнему найдем

(- Ди, и) = J (grad и)2 dQ > 0; (4')

если (—Ди, и) = 0, то и = const, но постоянная,

удовлетворяющая равенству (9), необходимо равна нулю.
Задача Неймана может быть заменена следующей

вариационной задачей: в линеале М0 найти функцию, реализующую
минимум функционала

/Чи)-(-Ди, a)-2(f, и),

или, в силу краевого условия (8),

F{uj- j {(graduf-2fu}dQ. (10)
Q

Краевое условие (8) естественное, поэтому нет нужды ему
удовлетворять заранее, отыскивая минимум функционала (10).

Выше мы установили положительность оператора —Д на
каждом из множеств Af, Ма и Йо— этого было достаточно, чтобы
свести каждую из рассмотренных нами краевых задач к

равносильной вариационной задаче. Докажем теперь, что на каждом
из перечисленных множеств оператор —Д также и

положительно определенный; отсюда будет следовать, что каждая из
наших трех краевых задач имеет обобщенное решение.
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Начнем с задачи Дирихле. В этом случае

(- Д«, и) = Г (grad uf dQ = J J (jff dQ, (11)

где m — число измерений области Q. Для простоты вычислений

примем, что Q — плоская область, расположенная в плоскости

х, у\ переход к любому числу

измерений не представит
никаких затруднений.

При т = 2 формула (11)
принимает более простой вид:

Q

*~х Напомним еще, что область Q

предполагается конечной.

Заключим Q внутрь
некоторого прямоугольного П. Оси

координат направим по двум его сторонам; стороны

прямоугольника обозначим через а и & (рис. 8). Пусть и (х, у)— достаточно

гладкая1) функция, равная нулю на S. Продолжим и{хуу) на

весь прямоугольник, полагая ее равной нулю вне Q; при таком

продолжении она будет непрерывной в П. Возьмем в П

произвольную точку (хиу\). Имеем, очевидно,

J-2%^*-«(*!,*)-« (О, И)-
О

Но точка (0, у\) лежит вне Q, и потому и(О, у{) = 0. Таким

образом,

и{хьуЪ-}*%&йх.
Применяя неравенство Буняковского, имеем

Х\ Л

"2(*i, »i)<*i J [ дх \ dx<a J I дх \ dx-

1) Под «достаточно гладкой» функцией мы понимаем функцию,
имеющую достаточное число производных, непрерывных в замкнутой области.
В данном случае достаточно непрерывности первых производных функции
и{х,у).
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Проинтегрируем это неравенство в пределах 0<.*i-<.a,

\иЧхи yl)dxldyl<^\(§)'dxdy<a' f [(£ )' + (£)*]dxdy.
if п п

Интегрирование достаточно производить по Q, так как и = О

вне Q. Обозначив еще а2 = ~, мы придем к важному

неравенству

Ш+(£)>>»/«!* <12>

известному под названием неравенства Фридрихса [1]. Оно во

всяком случае справедливо, как мы установили, если функция
и(х,у) непрерывно дифференцируема и равна нулю на S. В

общем случае m-мерного пространства неравенство Фридрихса
имеет вид

J S(Jr)2rfQ^*J u4Q> uls = °> <12')

при m = 1 оно, по существу, переходит в неравенство (12) § 8.
Из неравенства (12) следует

(-Ди, и)^уЦи\?9 у=/н>0, (13)

откуда вытекает, что оператор —&и положительно

определенный на линеале М достаточно гладких функций, равных
нулю на S.

Рассмотрим теперь оператор —Aw на линеале функций,
удовлетворяющих краевому условию (6). Примем, что а(Р)>ао —
= const > 0. Доказательство положительной определенности на

этот раз опирается на неравенство, также установленное Фрид-
рихсом:

/**<с{да+(5Пл+/'"4 (14)

где С — положительная постоянная. Чтобы получить это

неравенство, поступим следующим образом. Поместим опять Q в

прямоугольник П и положим u = fv> где / — функция, которую
мы выберем ниже. Из легко проверяемого тождества

9 С. Г. Михлин
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мы найдем, отбрасывая первое слагаемое справа,

Проинтегрируем это по Q; интегралы от второго и третьего
членов справа преобразуем по формуле Остроградского (§ 7):

Л(£Г+(£)>>-й4"в+й*<«-
Q Q S

Отсюда

и тем более

-1^^*</{й)'+(Шл+и^*« (15)

Возьмем f = sin ^sin^-. Тогда bf = —л2(I/a2 + \/b2)f, и /
нигде в Q не обращается в нуль. В последнем неравенстве
интеграл слева обращается в

л2(ж + -Р-)1"2^
второй интеграл справа оценивается так

|Ьг'1М-11"!т1НФ df
ё\

dS.

1 I dfНа контуре S величина у \-J- , очевидно, ограничена; пусть

Hit
/ I dv ^

С = const на S. Тогда

J** dS <С j" u2dS,
s

и неравенство (14) получится из (15), если через С обозначить
меньшее из чисел п-2(1/а2 + l/b2)-1 и С'п-2(1/а2 + 1/62)-1.

Оценим теперь скалярное произведение (—Аи, и). Имеем

<-Д„,„>--{„дыа-/Щ+(£)>-/„|^,
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или, если воспользоваться равенством (6),

<-*-.">-/{(£)'+($Пл+/,"',и>
>k§r+(t)>+«.w

где, как уже было указано, оо есть нижняя грань а(Р).
Положим о\ = min(ao, 1); тогда, очевидно,

(-ды, «)>*.{ J [(§)'+(^ли-J ««rfs}. (16)

Сравнив это с (14), окончательно получим

(- Ли, и) > Y2II и IP, y - /оТС - (17)

Обратимся теперь к задаче Неймана. Существенную роль в

исследовании этой задачи играет известное неравенство

Пуанкаре

J^°<^J{(-fe)'+(w)2}rfQ+B(/BrfQT» (l8)

где А >0 и В >0 — постоянные. Мы приведем доказательство
этого неравенства для того случая, когда область Q —

прямоугольник; доказательство для областей более общего вида
можно найти, например, в книге Куранта и Гильберта [2], гл. VII,
а также в книге С. Л. Соболева [2]. В. Г. Мазья [1, 2] получил
необходимые и достаточные условия, которым должна

удовлетворять область Q для того, чтобы неравенство Пуанкаре имело

место.

Пусть Q — прямоугольник 0*С*хКа, О <(/•<&. Возьмем в Q
две точки (хи У\) и (%2, #2). Имеем, очевидно,

и <*„ У2) -и(хи у,).- | %&р- dx + / *%^> dy.
Xi Ух

9*
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Возведя это в квадрат и используя неравенство Буняковского,
получим

и2(*ь yi) + u2(x2i y2)-2u(xl9 yi)u(x2i */2)<

2|l'.-'.l^iTrF','+lft-»ill'(TJL)''''
l о о

<

<

}<

Полученное неравенство проинтегрируем по хи Уи *2, У2,

предполагая, что каждая точка (хиу\) и (х2,у2) пробегает
прямоугольник Q. Мы получим тогда

2ab J u2dQ - 2(J" udQ)2^ 2abla2 J (-g-)2 dQ + b2 J* (-Wdol.
Разделив на 2а6 и положив Л = max (а2, б2), В = 1/аб, мы

придем к неравенству Пуанкаре для прямоугольника.
Распространение на случай большего числа измерений не встречает
никаких трудностей.

Коль скоро неравенство Пуанкаре установлено, делается

нетрудным доказать положительную определенность оператора —Д
на множестве М0. Мы уже видели выше, что для функций этого

множества

(— Ди, и)= Г (gradtf)2dQ.

Так как функция и(Р) удовлетворяет еще условию (9), то для

этой функции неравенство Пуанкаре упрощается и принимает
вид

г
т

г

J u2dQ^Aj %(-§^JdQ = A J {gvadufdQ.

Теперь очевидно, что (—Да, и)> у2 \\и\\2, y=l/YA.
Из формул (4) и (4') нетрудно усмотреть, что для функций

из области определения оператора задачи Дирихле или задачи
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Неймана энергетическое произведение и энергетическая норма

определяются одними и теми же формулами:

[и, v]= f gradagradudQ, (19)
Я

\и\2= J(grad«)2dQ. (20)

Остановимся на свойствах функций, входящих в

энергетическое пространство задачи Дирихле или задачи Неймана;
знание этих свойств понадобится нам в гл. VIII. Предварительно
введем понятие обобщенных производных. Пусть и(Р) и Vj(P)—

две функции, суммируемые в Q, и пусть г|)(Р)— функция,
бесконечно дифференцируемая в замкнутой области Q и равная
нулю в окрестности ее границы 5, а в остальном произвольная.

Допустим, что для любой такой функции г|з (Р) справедливо
тождество

ju-^dQ=- jvfldQ. (21)

Тогда функция Vj называется обобщенной производной первого
порядка по координате Xj от функции и\ обозначается

обобщенная производная обычным символом v}
=

-^—. Аналогично

вводятся обобщенные производные высших порядков.
Можно доказать, что обобщенная производная данного вида

единственна. Отсюда, между прочим, следует, что обобщенная
производная совпадает с обычной, если данная функция и(Р)
непрерывно дифференцируема в замкнутой области.

Подробное изложение теории обобщенных производных
можно найти в книгах С. Л. Соболева [2] или В. И. Смирнова [4].

Обозначим через 51 оператор задачи Дирихле для уравнения

Лапласа; соответствующее энергетическое пространство следует
тогда обозначить через Н%.

Пусть и^.Нщ. По определению энергетического
пространства существует последовательность функций «„gDi, n =

= 1, 2,..., такая, что

II"»-и 1-^+0, (22)

По формуле (20)
т

dxj dxj
a /-is
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Из соотношения (23) следует, что

J [dxf- dxf I
a" ~ I dxj dxf I я. *->«>* u>

т. е. что каждая из последовательностей -рЦ -я = 1; 2,...,—

фундаментальная в пространстве L2(Q). Но это

пространство полное, поэтому существуют такие функции Vj e JL2(Q),
/- 1,2, ..., m, что

1^~*/1|-^-0. (24)

Докажем, что функции Vj суть обобщенные производные от

и: Vj^-faT* Пусть г|) (Р)— функция с описанными выше

свойствами. Для функций ип(Р) верна обычная формула
интегрирования по частям, которая в данном случае дает

или, что то же,

(«..-£г)--(-1И

dQ

В последнем тождестве можно перейти к пределу под знаком

скалярного произведения в силу его непрерывности и

соотношений (22) и (24). Мы получим тогда

или

Q Q

что и требовалось доказать.

Таким образом, если функция и е Н%,то эта функция имеет

первые обобщенные производные, суммируемые с квадратом в Q.

Нетрудно видеть, что аналогичное утверждение верно и для

энергетического пространства задачи Неймана и что формулы
(19) и (20) верны для любой функции из энергетического
пространства как задачи Дирихле, так и задачи Неймана.

Читатель легко сформулирует аналогичные заключения о

существовании обобщенных производных соответствующих
порядков от функций, входящих в энергетические пространства задач,

рассматриваемых в последующих параграфах.
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Труднее решается вопрос о краевых условиях. Оказывается,

что функции из энергетического пространства задачи Дирихле
удовлетворяют условию (2) в некотором обобщенном смысле;

если, в частности, такая функция непрерывна в Q, то она

удовлетворяет условию (2) в обычном смысле Функции, входящие

в энергетическое пространство задачи Неймана, никаким

краевым условиям удовлетворять не обязаны (краевое условие
задачи Неймана — естественное). В частности, любая функция,

непрерывно дифференцируемая в Q, принадлежит
энергетическому пространству задачи Неймана.

§ 25. Случай неоднородных краевых условий

Рассмотрим задачу Дирихле для однородного уравнения

Лапласа

Ди = 0 (1)

при неоднородном краевом условии

«и-ф(Я), P^S. (2)

Здесь S — граница конечной области Q; примем, что S есть

совокупность конечного числа кусочно гладких поверхностей.
Допустим, что существует-хотя бы одна функция г|з(Р),

удовлетворяющая следующим требованиям1):
1) эта функция непрерывна в замкнутой области Q = Q + S;

2) производные -J^-9 6=1, 2, ..., га, непрерывны в Q;
axk

3) интеграл J (gradi|))2dQ сходится;

4) *(P)ls-q>(P).

Рассмотрим функционал.

Ф(и)= j (gradufdQ. (3)
Q

За область Оф его определения примем множество функций,
удовлетворяющих тем же четырем требованиям, которым мы

подчинили функцию ty(P). Множество D<& непусто —оно содержит
функцию г|)(Я); оно содержит также всевозможные функции
вида г|)(Я) +т)(Р), где функция -ц(Р) удовлетворяет
сформулированным выше условиям 1), 2), 3) и кроме того, условию

Л (Я) Is-0". (4)

1) Эти требования можно ослабить (см. Л. Н. Слободецкий [1]).



136 ГЛ. IV. ПРИМЕНЕНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МЕТОДА

Поставим задачу о минимуме функционала (3) на множестве

D<j>. Допустим, что эта задача имеет решение, которое мы

обозначим через и0(Р). Докажем, что если функция и0(Р) имеет в Q

непрерывные вторые производные, то она решает задачу (1) — (2).
Достаточно доказать, что и0(Р) удовлетворяет уравнению (1).

Пусть функция ц(Р) удовлетворяет требованиям 1)—3) и

краевому условию (4). Если t — произвольное вещественное

число, то (u0 + tv))^Dq> и Ф(и0)КФ(и0 + tt\). Это значит, что

функция ф(и0 + tt\) вещественной переменной t имеет минимум

при t = 0. Но тогда

Отсюда легко получаем

J grad«0grad,ndQ = 0.

Применяя формулу Грина (формула (17) § 7) и используя

краевое условие (4), получим

Множество функций к\ плотно в L2(Q) (см. § 4), и из

последнего равенства следует, что Ди0 = 0.

Докажем теперь, что задача о минимуме функционала (3)
имеет решение, если область определения этого функционала
должным образом расширить. Указанное решение будем
рассматривать как обобщенное решение задачи Дирихле (1) — (2).

Построим функцию г|?(Р), о которой сказано в начале

параграфа, и положим в (3) и = г|) — v. Тогда

t>ls = 0, (4,)

а функционал (3) принимает вид

Ф(ы) = Ф(ф-1>)= J (gradu)2dQ-2 J gradw- gradutfQ + C,
Q Q

где С — постоянная, равная

С-J(grado|))2dQ.

Краевое условие (4i) позволяет рассматривать v как элемент

энергетического пространства оператора задачи Дирихле,
рассмотренного в предшествующем параграфе. Поставленную выше
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вариационную задачу заменим следующей: в пространстве Н%

найти минимум функционала

F (v) = J* (grad vf dQ - 2 J* grad v • grad i|? dQ =

= | у |2-2 J grad у .gradi|)dQ. (5)

Линейный функционал

Iv = J grad о • grad г|з dQ (6)

ограничен в Я^. Действительно, по неравенствам Коши и Буня-
ковского

I lv I2 < J (grad vfdQ j (gradi|))2dQ = С J (grad y)2rfQ,

или | /u |^ "|/C|y|r Теперь из результатов § 20 следует, что

задача о минимуме функционала (5) в пространстве Нш имеет

решение.
Можно доказать1), что это решение

— обобщенное решение
задачи (1) — (2) — есть функция, гармоническая в Q.
Мы не станем столь же подробно исследовать задачу Ней*

мана и смешанную краевую задачу: укажем лишь те

вариационные задачи, к которым они сводятся.

Краевое условие задачи Неймана имеет вид

£1-*™ (7)

для разрешимости задачи необходимо, чтобы

j h{P)dS = 0. (8)
s

Соответствующая вариационная задача состоит в отыскании

минимума функционала

j {gradufdQ-2 j hudS (9)

на множестве функций, удовлетворяющих условию

J«i(P)dQ = 0, (10)

1) См. книги С. Л* Соболева [2] или автора [28].
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но не обязанных удовлетворять никаким краевым условиям;

условие (7) естественное для функционала (9).
В случае краевого условия смешанной задачи

[t + au]s = S(P), (Н)

где о(Р) >0 и о(Р) ФО, задача сводится к нахождению

минимума функционала

j* (grad и)2dQ + J [аи2 - 2gu] dS; (12)
Q S

функции и(Р) никаким краевым условиям не подчинены.

§ 26. Задачи о кручении стержня и об

изгибе стержня поперечной силой 1)

Обозначим через Q нормальное сечение стержня и через
S—контур сечения. В общем случае задача кручения сводится
к отысканию функции ф0(х, у), которая удовлетворяет в области
сечения уравнению Лапласа

а на границе S — краевому условию

^—ly-mx. (2)

Здесь v — внешняя нормаль к S, / = cos(v, x), m = cos(v,у).
Таким образом, функция щ(х,у) есть решение задачи

Неймана для уравнения Лапласа при неоднородном краевом
условии (2). Применяя относящиеся к этой задаче результаты

предшествующего параграфа, находим, что задачу кручения можно

свести к отысканию функции, реализующей минимум
функционала

Jj (gradq>)2dQ-2 J q>{ly - mx)dS =

-ИШ)2+Ш]ахау-2^{1»-тх)а8' (3)

l) Предполагаем, что читатель знаком с теорией кручения и изгиба

стержней, например, по курсам Л. С. Лейбензона [2] или С. П. Тимошенко [1].

Приложению энергетического метода к задачам кручения и изгиба уделено
много места в монографии Л. С. Лейбензона [11, где содержатся некоторые
из приводимых ниже формул и рассмотрено большое количество примеров.
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Функции ф(х, у) не подчиняются заранее никаким краевым
условиям, так как условие (2) естественное для функционала (3).
В выражении (3) контурный интеграл преобразуем по формуле
Остроградского

j[Vycos(vx)^Vxcos(vy)]dS^jj[^^^-^]dxdy^
s Q

Q

Подставив это в (3), легко приведем наш функционал к виду

JJ[(f-')!+(f + *)><%-/JV + i/'X'*ЛЛ
Q Q

Второй интеграл, равный моменту инерции сечения

относительно начала координат, есть величина постоянная, поэтому дело
сводится к отысканию минимума более простого функционала,
который мы обозначим через Z)(qp):

Функционал D((f) имеет простой механический смысл, именно,
как известно,

О(Фо) -C/Q, (5)

где С— жесткость стержня при-кручении, G — модуль сдвига

материала стержня и ф0, как об этом было сказано выше,—

функция, решающая задачу кручения.

Доказательство формулы (5) довольно просто. Имеем (см., например,
Л. С. Лейбензон [2], стр. 242)

Q

С другой стороны, раскрывая скобки, легко найдем

Q

По формуле Грина
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или, в силу уравнений (1) и (2),

Q S

что, как мы уже видели, равно

Подставив это в Z)(cpo), получим формулу (5).

Функция ф0 доставляет функционалу D(y) наименьшее

значение, поэтому, какова бы ни была функция ф(х, у), имеет место

хорошо известное неравенство

с<°Я[(й-»)'+(*+'')>*- (6>

Это неравенство дает возможность оценить сверху жесткость

при кручении; если в качестве ф взять функцию, приближенно
решающую задачу о минимуме функционала £(ф) (например,
построить эту функцию по методу Ритца), то оценка, даваемая

формулой (6), может быть сколь угодно точной. Простую, хотя

и грубую оценку для жесткости при кручении получим, положив

ф
= 0. Это дает неравенство

C^GI, (7)

где / — момент инерции сечения стержня относительно начала

координат.

Можно получить и несколько более точную оценку
жесткости С. С этой целью положим в (6) ф = аху, где постоянную
а выберем так, чтобы правая часть неравенства (6) приняла
наименьшее значение. Совсем простые вычисления приводят к

оценке

C<4GIJy/I, (7,)

более точной, чем оценка (7). Через 1Х и 1У обозначены моменты

инерции сечения стержня относительно осей хну
соответственно.

Задачу кручения можно свести к другой вариационной
задаче, которая позволит получить для жесткости при кручении

оценку снизу.

Рассмотрим сначала более простой случай, когда область

сечения Q односвязная. Тогда, как известно, задачу кручения
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можно свести к интегрированию уравнения Пуассона
(неоднородного уравнения Лапласа)

Аг|) = - 2G6

при краевом условии

здесь 0 — постоянная, называемая степенью кручения. Если

положить г|) (х, у) = 2GQu (x, у), то получим дифференциальное
уравнение

-Ды=1 (8)
и краевое условие

«ls = 0. (9)

Из результатов § 24 вытекает, что задача (8) — (9) равносильна
задаче об отыскании минимума функционала

Q

на множестве функций, удовлетворяющих условию (9). Пусть
tio{x,y) — точное решение нашей задачи, а ип(х,у)— ее

приближенное решение по Ритцу. По формуле (15) § 17 I tt„ р < | г/012.
В нашей задаче f(x,y)= 1 и формулы (13) и (14) § 17 дают

| J щ(х, y)dxdy^ J* j un(x, y)dxdy.

Как известно, жесткость при кручении только множителем AG

отличается от интеграла, написанного слева. Отсюда вытекает

оценка снизу для С:

C>4GJ J* un(x,y)dxdy. (11)

Если воспользоваться формулой (18) § 17, то получим оценку,
вообще говоря, более грубую, но более простую:

4G udxdy\
Q /

О \Л t (12)

Q

Здесь и(х,у) — любая функция, непрерывно дифференцируемая
в Q и обращающаяся в нуль на 5.
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Пусть теперь область Q многосвязная, и пусть кривая So

ограничивает эту область извне, а кривые Si,S2, ...,Sft —

изнутри. Обозначим через yit i = 1,2,...,/?, площадь области,
заключенную внутри кривой S{. Функция и(х, у) = i|)(*, y)/2GQ
удовлетворяет уравнению (8) и краевым условиям

О на S0,
на Si9 i= 1, 2, ..., k.

(13)

Здесь ах
— постоянные, которые заранее не известны; в силу

известной теоремы Бредта они связаны соотношениями

{ ■^dS=-Y*, /-1, 2, .... к; (14)

v, как обычно, означает нормаль к Si, внешнюю по отношению

к Q и, следовательно, внутреннюю по отношению к замкнутой
кривой Sf.

Пусть й(х,у)— какая-либо функция, удовлетворяющая
условиям (13) и (14); допустим еще, что в Q эта функция
непрерывна вместе со своими первыми и вторыми производными.
Положим и — и ='1>. Тогда функция v удовлетворяет уравнению

-До-1+Afi (15)
и краевым условиям

(О на S0,

*"\ft на Sh /-1, 2 k\
(16)

St
^dS = 0, *-l, 2, ...,*. (17)

Здесь р^ — произвольные постоянные. Функции,
удовлетворяющие условиям (16) и (17), образуют, как нетрудно видеть,
линеал. Докажем, что на этом линеале оператор —Д положителен.

В самом деле, если какая-либо функция v(x, у) удовлетворяет
упомянутым условиям, то

(- Ду, v) = - J J v Ди dx dy —

-ЛК£Г+№*+Ь£«-
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Контурный интеграл исчезает, так как

Аналогично доказывается симметричность нашего оператора.
По теореме о функционале энергии (§ 13) дело сводится к

отысканию функции v(x, y)y реализующей минимум
функционала

ЯШ+(-Ш!-2<1+мН'"<«' <18>
Q

на множестве функций, удовлетворяющих условиям (16) и (17).
Вернемся к функции и — v + й. Отбрасывая в (18)

постоянные слагаемые, найдем, что интегрирование уравнения (8) при

условиях (13) и (14) равносильно отысканию функции,
реализующей, при тех же условиях, минимум функционала

«M-JJ[(£J,+(-£J,-*o+M>«]*"'f-
Q

Второй интеграл возьмем по формуле Грина и воспользуемся
краевыми условиями:

Я(#ж+1Ш^-- Я"4*^+Ь £<«-
Q Q S

aMidxdy + ^jaiyt.
i-\

Подставив это в Q(u), найдем окончательное выражение

функционала Q(u):

Q i = l

Приемом, указанным в § 12, нетрудно доказать, что условие
(14) —естественное для функционала Q(u)t поэтому его минимум
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можно искать на множестве функций, удовлетворяющих только

условию (13). По-прежнему обозначим через щ(х,у) функцию,
решающую задачу кручения; она реализует минимум Q(u).
Выясним связь между Q(u0) и С — жесткостью при кручении.
Исходим из известной формулы

C = 4G jjuodxdy + ^afyA; (20)

через а*/** обозначены значения постоянных а* для функции и0.

Так как Аи0 = —1, то интеграл в (20) преобразуется
следующим образом:

\\uudxdy=-\lu^dXdy=\l[{^)2+ {^)2]dXdy-
Q Q Q

Отсюда

Заменив в (19) и на uq и воспользовавшись последним

равенством, найдем
k

QЫ --JjM*<ty-]£ <*i0)Y,.

Сравнив это с (20), получим

C--4GQ(iio). (21)

Пусть и — любая функция, удовлетворяющая условиям (13).
Подберем постоянный множитель а так, чтобы Q(au) приняло
минимальное значение. Имеем

Q(au) =а2 j j [(^■)2+ (-%Lj]dxdy-2a\ j j udxdy + ^au
Q La i-l

Продифференцировав это по а и приравняв производную нулю,
найдем

(judxdy + ^a^
а=

~

Ш(£)Ч£)2]^
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Теперь легко найти

/
*

\2
I JJ ttd*d0 + 2ja*Y'l

Q(au) = - -Д^ *— 1—. (22)

ЯК£М£)>*
Очевидно, Q(«o) ^Q(a«), так как аи удовлетворяет условиям

(13) (в которых постоянные аг- заменены на aa*). Теперь из

формул (21) и (22) вытекает оценка снизу для жесткости при

кручении

C>4G-TV ; „
—• (23)

Оценка (23) приведена в статье Линь Хун-суна [1].
Коротко скажем о задаче изгиба стержней. Она, как

известно, сводится к нахождению функции %{х, у), гармонической в

области сечения Q и удовлетворяющей краевому условию

ж\3=-[^ах2Л1-^)у2]1-{2+а)хут (24)

a — постоянная Пуассона. По доказанному в предшествующем
параграфе эта задача сводится к определению функции,
реализующей минимум функционала

Q

+ j%{[ox2 + V-<y)y2]l + 2(2 + a) xym}dS;
s

так как условие (24) — естественное, то на функцию % можно

никаких краевых условий не накладывать.

§ 27. Уравнения с переменными коэффициентами

Немаловажную роль в различных вопросах математической

физики играют дифференциальные уравнения с переменными
коэффициентами — так называются линейные уравнения,
коэффициенты которых суть заданные функции независимых
переменных задачи, в частности координат. Так, уравнения
равновесия, а также колебаний упругих оболочек представляют собой

10 С. Г. Михлин
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систему уравнений с переменными коэффициентами; прогиб
пластинки переменной толщины определяется некоторым
уравнением четвертого порядка с переменными коэффициентами;
к уравнению второго порядка с переменными коэффициентами
приводится задача о колебаниях уровня жидкости в бассейне1).
Особое значение имеют линейные уравнения с переменными

коэффициентами при исследовании нелинейных уравнений.
С одной стороны, разные методы линеаризации часто приводят
к уравнениям с переменными коэффициентами; таково,

например, происхождение столь важного для газовой динамики

уравнения Чаплыгина [1]. С другой стороны, применение различных
методов последовательных приближений к нелинейным

уравнениям часто приводит к тому, что каждое приближение
получается как решение некоторого линейного уравнения с

переменными коэффициентами; так обычно бывает при использовании

так называемого «метода Ньютона», разработанного Л. В.
Канторовичем [2].

Переход от постоянных коэффициентов к переменным
создает серьезные трудности при использовании таких методов,

как метод интегральных уравнений или метод функции Грина,
и, особенно, при отыскании элементарных частных решений. Но
для большинства вариационных методов, в том числе и для

энергетического, переход к переменным коэффициентам не

связан с заметными дополнительными трудностями, и результаты
§ 24, с соответствующими изменениями, переносятся на

уравнения эллиптического типа с переменными коэффициентами.
Этому мы и посвятим настоящий параграф.

Будем рассматривать уравнение
т

/, k-l
' v *;

при краевых условиях одного из трех типов

«15 = 0, (2)

[N(u) + o(P)u]s = 0, (3)

N(u)\s = 0, (4)
где

т

N(u)= У Alk(P)-£-cos(v,x,);

1) См., например, Л. Н. Сретенский [1].
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здесь, как обычно, S — граница некоторой конечной области Q,

V —внешняя нормаль'к S. По аналогии со случаем уравнения
Лапласа краевую задачу для уравнения (1) при условиях (2),
(3) или (4) называют соответственно задачей Дирихле,
смешанной задачей или задачей Неймана. Выбор специального
вида уравнения (1) (общее уравнение второго порядка к этому

виду не приводится) объясняется тем, что при любом из краевых

условий (2), (3) или (4) оператор L оказывается

симметричным. Действительно, по формуле Грина [формула (16) § 7]

J (vLu - uLv) dQ = - J [vN (u) - uN (u)] dS. (5)
Q S

Если обе функции удовлетворяют условию (2) или условию (4),
то функция под знаком поверхностного интеграла очевидным

образом обращается в нуль. Если же обе функции

удовлетворяют условию (3), то на S

N (и) + ей = О, N (и) + ov = 0.

Умножая первое равенство на и, второе на и и вычитая,

найдем, что

[vN(u)-uN{v)]s-09

так что и в этом случае функция под знаком интеграла по S
исчезает. Итак, во всех случаях правая, а следовательно, и

левая часть равенства (15) обращается в нуль:

Г (vLu — uLv) dQ = (Lu, v) — (и, Lv) = 0,
Q

а это значит, что оператор L симметричен на соответствующих
множествах функций.

Оператор L, а с ним и уравнение (1), называется

эллиптическим в замкнутой области Й, если коэффициенты Ajk(P)
обладают следующим свойством: существует такая положительная

постоянная цо, что каковы бы ни были вещественные числа

*ь t2, ..., tm и какова бы ни была точка PeQ, имеет место

ш*
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неравенство 1)
т т

2 Ajk(p)t}tk>ii0%th (6)

на коэффициент С никаких ограничений не накладывается.

Рассмотрим для примера оператор

Здесь т = 2. Если положить х = хи у
= #2, то

лп = 1 + х2, л12
= л21 =

—

х{х2, л22
= 1 + xv

Левая часть формулы (6) в данном случае имеет вид

(1 + х2) t\ - 2XlxJtt2 + (1 + хЩ = t2 + *» + (V, - х,/2)2.

Отбросив последнее слагаемое справа, получим

(1 + xl) t\ - 2*,*^ + (1 + х2) **>** + ^

Независимо от значений хх и #2 неравенство (6) выполняется

с постоянной jlio
= 1. Отсюда следует, что наш оператор

эллиптический в любой области изменения переменных хну.
Рассмотрим еще «оператор Трикоми»

д2и ■ д2и
__

д2и
|

д2и
У дх2^ ду2 ~Х2дх2, дх2'

Здесь Лп = х2, А12 = Л2i = О, Л22 = 1, и левая часть формулы
(6) имеет вид x2t2\ + tl Если лг2>6>0, то x2*i + *!>б*i + *!>
^^('i + 'D, гДе &' означает меньшее из чисел 1 и 6; неравен

*) Это определение остается в силе и для общего линейного
дифференциального оператора второго порядка

т tn

и для соответствующего дифференциального уравнения; название
эллиптического в замкнутой области естественно сохраняется за оператором L, если

у последнего изменить знаки его коэффициентов, так что вместо (6) мы

будем иметь неравенство

Ш 171



§ 21. УРАВНЕНИЯ С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 14Й

ство (6) выполнено с постоянной \х0
= 6', и оператор у "^" + "^2

эллиптический в любой замкнутой области, которая вместе со

своей границей целиком расположена в верхней полуплоскости.
Если область целиком или частью расположена в нижней

полуплоскости, то оператор Трикоми в этой области не будет
эллиптическим1). Если область лежит в верхней полуплоскости, но ее

граница имеет общую часть (даже одну общую точку) с осью х,

то в замкнутой области оператор Трикоми принадлежит к

классу так называемых вырождающихся эллиптических

операторов, о которых будет идти речь в следующем параграфе.
_

Будем предполагать, что уравнение (1) эллиптическое в Q,
так что неравенства (6) выполняется при некоторой
положительной постоянной \хо- Выясним условия, обеспечивающие

положительную определенность оператора (1) на каждом из

множеств функций, удовлетворяющих краевому условию (2), (3)
или (4); как мы знаем, это гарантирует как существование
обобщенного решения соответствующей краевой задачи, так и

возможность приближенного вычисления этого решения с

помощью методов гл. III. Во всех случаях будем предполагать,
что С(Р) >0. Случая, когда С(Р) может принимать
отрицательные значения, мы здесь рассматривать не будем.

По формуле Грина [формула (14) § 7]

(Lu9u)=juLudQ= J I J Atk^^+CtAdQ- $ uN{u)dS.

Если дано краевое условие (2) или (4), то поверхностный
интеграл исчезает, и

(*■«,«>-J { 2 Afi-jfc^+cAdQ; (7)
Q I/, fc-1 J

если же дано условие (3), то на S будет N(u) = —cm, и

Q I/, fe=i J a

(8)

будем предполагать, что функция а (Я) ограничена снизу
некоторым положительным числом ао, так что о(Р) ^ао>0.

Если коэффициент С(Р) ограничен снизу некоторым
положительным числом, то оператор L положительно определенный

*) В нижней лолуплоскости оператор Трикоми гиперболический.
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при любом из условий (2) — (4). Действительно, по неравен*
ству (6)

и интеграл в левой части формулы (9) неотрицателен. В
формулах (7) и (8) отбросим этот интеграл, а в формуле (8)
отбросим еще и неотрицательный поверхностный интеграл. В обоих
случаях мы придем к неравенству

(Lu, и)> jC(P)u2dQ.
Q

По предположению С(Р) > С0, где Со — некоторая
положительная постоянная, но тогда из последнего неравенства сразу
следует, что

(Lu, u)>y2j и2 dQ = y2II и IF; у - VС£

т. е. что L — положительно определенный оператор.
__Если коэффициент С(Р) может обращаться в нуль где-либо

в Q, то приведенное выше доказательство непригодно, тем не

менее для краевых условий (2) и (3) оператор L остается
положительно определенным. Рассмотрим случай краевого условия
(2). Под интегралом в формуле (7) отбросим неотрицательное
слагаемое Си2\ оставшийся интеграл оценим по неравенству (9).
В результате получим

т

(Lu, и)>^\ 2(^-)2<Ш.
Q /=-1

Функция и(Р) обращается в нуль на границе области Q и

потому удовлетворяет неравенству Фридрихса [формула (12i)
§ 24]. Воспользовавшись им, получим

{Lu, a) >y* II и IP, y= V*lh,
что и требовалось доказать.

Обратимся к условию (3J). В формуле (8) отбросим Си2 под
знаком интеграла, а под знаком поверхностного интеграла
заменим о на ао. Оставшийся объемный интеграл оценим по

неравенству (9). Все это дает

т

(Lu, и) > ц0 J2 (з|-)2 4Q + <т0 j «2dS.
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Пусть а — меньшее из чисел \х0 и во. Тогда, очевидно,

( л
т

л

(!«,«»«\jWek)2dQ+iu2dS
Теперь неравенство (14) § 24, которое просто обобщается на

случай любого т, даст

(L«,a)>Y2IMI2, V-V^C-

Обращаясь к краевому условию (4), ограничимся
простейшим и в то же время наиболее интересным случаем, когда

С(Р) sees 0. Задача сводится к интегрированию уравнения
т

, ^=-1^К-^) = /(Р) (Ю)

при краевом условии (4). Нетрудно видеть, что эта задача не

всегда имеет решение. Чтобы убедиться в этом, проинтегрируем
по Q обе части уравнения (10):

dxf

Применяя к левой части последнего равенства формулу
Остроградского, найдем

т * т

-J S 4K-^)dQ=-J S А»-Щ«»Ь x*dS = 0>

что обращается в нуль в силу уравнения (4). Таким образом,
если задача Неймана имеет решение, то необходимо

Q

С другой стороны, если решение существует, то оно не

единственно: вместе с и решением будет и и + С, где С —

произвольная постоянная. Мы устраним этот произвол, потребовав, чтобы
искомое решение удовлетворяло равенству

JtfdQ = 0. (11)

Рассмотрим теперь множество функций, непрерывных в Q

вместе со своими первыми и вторыми производными и

удовлетворяющих равенствам (4) и (11). Докажем, что оператор LQ
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положительно определенный на этом множестве.

Действительно,
Г

т

Q /, fe=l

Интегрируя по частям и используя условие (4), получаем
т т

■<M.«)-J S *>£&**>* ЯШ***' ^

Общее неравенство Пуанкаре (см. § 24)

i*dQ<Ajt(ik)ldQ+B(Suda)
при условии (11) даст

т

Подставив это в (12), получим

(L0a, ")>Y2IUII2, Y=V(WA

§ 28. Вырождающиеся эллиптические уравнения

Дифференциальный оператор второго порядка
т т

будем называть вырождающимся эллиптическим оператором в

данной конечной области Q, если неравенство
m

2 A,k(P)t,tk>0 (l)
/f &=1

имеет место, какова бы ни была точка Рей и каковы бы ни

были не равные одновременно нулю вещественные числа

tu h, *.,, tm, и если неравенство (6) § 27

m m

2 Л/*0Р)*/**>|ю2*/

нарушается в некоторых точках PgQ и для некоторых
значений tu h> ... i *m, какова бы ни была положительная постоян-
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ная \io. Одним из простейших операторов такого рода является

рассмотренный в предшествующем параграфе оператор Трикоми.
Дифференциальное уравнение вида Lu — f(P)t где f(P) —

данная функция, a L — вырождающийся эллиптический
оператор, будем называть вырождающимся эллиптическим

уравнением. Ряд важных результатов, относящихся к частным типам

вырождающихся уравнений, получили С. А. Чаплыгин [1],
Ф8 Трикоми [1] и др. (библиография работ этого направления

содержится у Ф. Трикоми [1], С. Бергмана и М. Шиффера [1]).
Начало общей теории вырождающихся эллиптических уравнений
было положено работами М. В. Келдыша [2], М. И. Вишика

[4—6] и автора [13, 15, 16]; в работах автора исследован вопрос
о применимости вариационных методов к вырождающимся

эллиптическим уравнениям; этому вопросу и посвящен

настоящий параграф. Упомянем еще работу М. Ш. Бирмана [4]. За

последние годы появилось много

работ по теории вырождающих- Ук
ся эллиптических уравнений.
Довольно обстоятельное изложение

современного состояния этой

теории дано в книге М. М.
Смирнова [1].

Подробнее рассмотрим
случай двух независимых

переменных (см. статью автора [13]). Рис 9.

Пусть в полуплоскости у>0 дана

конечная область Q (рис. 9), граница которой состоит из

отрезка (а, Ь) оси х (мы будем обозначать его через S') и кривой S",
которая целиком, кроме концов а и 6, лежит в верхней
полуплоскости. Обозначая, как обычно, границу области Q через S,
имеем S = S' + S". Пусть функция у {у) определена и, скажем,

непрерывна на отрезке 0-^уК У, где У не меньше, чем

наибольшая из ординат точек кривой S", и пусть ф(0) = 0 и ф(#)>0
при у > 0. На том же отрезке OKy^Y пусть будет дана еще

непрерывная функция со {у), относительно которой мы

предположим, что со (#)*>&, где k — положительная постоянная.

Рассмотрим эллиптический дифференциальный оператор

-*№%?--%(*№%)> (2)

вырождающийся в области Q; этот оператор переходит в

оператор Трикоми при ф (#)£==(/, <d(z/)ss1. Поставим задачу об

интегрировании в области Q уравнения

-Ш^-^(*(у) %) = !(*> у), (3)

S'
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где /(*,у) —данная функция, при однородных краевых
условиях одного из двух типов:

I и |5 = 0, (4)

II u\s„ = 0,
ди

0. (5)ду

Оператор (2), рассматриваемый на множестве функций,
дважды непрерывно дифференцируемых в Q = Q + S и

удовлетворяющих краевым условиям (4) или (5), будем обозначать

через Li или Ln соответственно. Докажем, что операторы Lj и

Lu — положительно определенные.
Пусть и(х,у) и v(x,у) —две функции, которые

одновременно принадлежат либо области DL/ определения оператора Lu

либо области DLn определения оператора Ln. В частности, обе

функции удовлетворяют одновременно либо краевому условию
(4), либо краевым условиям (5). Понимая под i какой-либо из

индексов / и //, составим скалярное произведение

(M.o)--JJ-c[vw-S+i(«(y)f-)]^^.
Применив к последнему интегралу формулу Грина, найдем

(LiU, v) = ^[^(y)^^+&(y)^^]dxdy-
Q

- J v [Ф (у) -g- cos (v, x) + со (у) Ц- cos (v, у)] dS; (6)
s

v, как обычно, означает внешнюю нормаль к S. Нетрудно
видеть, что контурный интеграл равен нулю. Действительно, как

при условии (4), так и при условии (5) на кривой S" функциям
исчезает, и контурный интеграл в (6) достаточно брать по

отрезку S' оси х. Если дано условие (4), то t; |s, = 0, и интеграл noS'

равен нулю; если же дано условие (5), то ^7в0 и, кроме того,

cos(v,x) =0 и по-прежнему интеграл по S' исчезает. Теперь

(Ltu, v)-$\[f(M)££ + a{y)%-§£\dxdy, i = I, //; (7)

формула (7) показывает, что операторы L2 и Ln симметричны,
так как правая часть упомянутой формулы не меняется при

перестановке функций и и v. Положив в (7) v е= и, найдем

{Ltu,u)~ \ \[V(j,)(^)2+ ioUf)(^f\dxdyi i-l,IL (8)
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Из формулы (8) сразу вытекает, что операторы L/ и Ln
положительны. Чтобы доказать их положительную

определенность, заключим Q в прямоугольник (рис. 10), определяемый
неравенствами а'^Сх^СЬ', 0<#<У; очевидно, а'К а и &'>&.

Этот прямоугольник обозначим буквой П. Пусть дана функция
и(х,у) из области определения

оператора L/ или оператора Ln,
т. е. дважды непрерывно

дифференцируемая в Q и

удовлетворяющая на S либо условию (4),
либо условиям (5). Доопределим
функцию u(xt у) в

прямоугольнике П, полагая ее равной нулю
вне Q. При таком доопределении
эта функция будет непрерывной
в прямоугольнике, а ее первые

производные будут разрывны только на кривой S", где они

испытывают конечный скачок. Пусть (х, у) — точка внутри
прямоугольника. Имеем

Рис. 10.

ди\х> т))
dv\ = u (х, Y) — u {x, у).

Но точка (х, Y) лежит вне Q, и потому в этой точке функция и

обращается в нуль. Отсюда

У

и (х, у) = - J
ди (х, г\)

di\.

По неравенству Буняковского
Y

«■fc *K0'-f>J№t)**«>'J"(yJ'*<
у о

Проинтегрировав это неравенство по прямоугольнику П,
получим

п п
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В области П — Q имеем и(х,у) == 0; отбросив равные нулю
интегралы по этой области, придем к неравенству

Сравнение формул (8) и (9) дает

{Ltu, и)>-у2" J J tfdxdy^jt-WuW2', i = /, //,

а это и означает, что операторы Lj и Lu положительно

определенные.

Опираясь на результаты §§ 13, 14 и 25, можно высказать

следующие утверждения:
1) Решение вырождающегося эллиптического уравнения (3)

при краевых условиях (4) или (5) существует (по крайней
мере как обобщенное) и может быть получено как решение
задачи о минимуме функционала

F{u)=^[4,(y)(-^)2+ a(y)(^)2-2uf]dxdy (10)
Q

на множестве таких функций, что либо u\s=0, если дано

условие (4), либо и |s' = 0, если дано условие (5); в этом последнем

случае условие -^—\ ,

= 0 естественное.

2) Решение однородного уравнения

• w-&+-e(-w£)-° <п)

при неоднородном краевом условии

«U-*i(*). (12)

где 5 — длина дуги контура S, сводится к отысканию минимума

функционала

li[M£f+MW\<** <13>

на множестве функций, удовлетворяющих условию (12), если

существует хотя бы одна функция, удовлетворяющая условию

(12) и сообщающая интегралу (13) конечное значение.

3) Решение уравнения (11) при краевых условиях

s„

= g2(s) (14)
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сводится к отысканию минимума функционала
ь

J*1 [ф (У) (|г)2 + со (у) (-g-)2] dx dy - 2 j и (x) g2 (x) dx (15)
Q a

на множестве функций, удовлетворяющих условию tt|S' = g,(x),
если существует хотя бы одна функция, удовлетворяющая

этому условию и сообщающая функционалу (14) конечное

значение; условие -g—
= g2 (s) для этого функционала естественное.

Особенно важным частным случаем уравнения (11)
является уравнение Чаплыгина [1]

1-(2р+1)т а2г|) . д Г 2т 0iH П nfiv

2т(1-т)Р+1 ае2 ^"ат L(i-t)P дх\ .

' и'

Здесь р
— положительная постоянная, связанная

соотношением р = (у—I)"1 с отношением теплоемкостей у. По смыслу
задачи величина т строго положительна; значениям

т<(2р+1)-1 соответствуют скорости частиц газа, меньшие

скорости звука; при т=(2р+1)-1 скорость соответствующей
частицы газа совпадает со скоростью звука. Уравнение
Чаплыгина эллиптического типа в области дозвуковых скоростей; оно

вырождается в плоскости (0, т) на прямой т= (2р + I)-1, т. е.

там, где скорости частиц газа достигают скорости звука.
Уравнение (16) преобразуется к виду (11), если положить х = 0,
*/=1/(2р+1)-т.

Из сказанного выше следует, что уравнение Чаплыгина
можно решить, пользуясь энергетическим методом, если течение

газа дозвуковое (причем допустим переход к скорости звука) и

если даны область Q изменения переменных 0 и т и, скажем,

значения неизвестной функции i|) на контуре этой* области. Как

обычно, при этом следует допустить, что существует функция,
принимающая на контуре области Q заданные значения и

сообщающая конечное значение интегралу

J J |_2т(1-т)'3+1 \дВ/
^

(1-т)* \дх I J

Вернемся к оператору (2). Картина оказывается несколько

более сложной, если вырождение этого оператора обусловлено
обращением в нуль функции со (у). Не вдаваясь в подробности,
по поводу которых мы отсылаем читателя к цитированным
выше работам М. И. Вишика и автора, отметим здесь только
основные результаты. По-прежнему будем считать, что область
имеет вид, изображенный на рис, 9. Допустим, что при
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0<*/<У функция ф(#) >0, а со (у) = yau>i(y), coi (#)>£; а и

k — положительные постоянные. Если а<1, то можно

задавать значение искомой функции на всем контуре S; при этом

оператор (2) оказывается положительно определенным и,
следовательно, соответствующая краевая задача имеет

единственное решение, которое можно найти с помощью энергетического
метода. Если а > 1, то на линии вырождения S' задавать ничего

нельзя. При этом, если 1 ^Са*<2, то оператор (2) оказывается

положительно определенным на множестве функций, равных
нулю на S", и задача об интегрировании уравнения (3) при
краевом условии

и 1^ = 0 (17)

всегда имеет решение, и притом единственное; если же а > 2, то
оператор (2) при краевом условии (17) оказывается только

положительным, но не положительно определенным, и задача об

интегрировании уравнения (3) при краевом условии (17)
оказывается в общем случае неразрешимой, чесли требовать, чтобы
искомая функция сообщала интегралу энергии конечное

значение.

Коротко скажем о более общих вырождающихся
эллиптических уравнениях, рассмотренных в статье автора [16]. Будем
рассматривать уравнение вида

т

При этом неравенство (1) необходимо нарушается (переходит
в равенство) для некоторых значений tut2i ..., tm и в

некоторых точках границы области Q; совокупность этих точек

границы называется множеством вырождения данного уравнения

(поверхностью, или линией вырождения, если это множество

представляет собой поверхность или линию).
Допустим, что подходящим преобразованием независимых

переменных удалось добиться того, чтобы /ljm=0, /=1,2, ...

...,
m— 1, так что уравнение на самом деле имеет вид

- S -к (**о £) -4 ("-(Р) ■%)"'<">• (ад

и пусть поверхность вырождения S' лежит в плоскости хт = 0,
а остальная часть границы, S", — в полупространстве хт>0.
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Примем, что на части S" границы выполняется условие

и|5„ = 0; (19)

о краевых условиях на поверхности вырождения скажем ниже.

Как оказывается, для характеристики свойств

вырождающегося оператора (182) наиболее важно поведение

коэффициента Атт(Р) при Km*—►О. Примем следующее допущение:
существует такая непрерывная неотрицательная функция р(хт) и

такие положительные постоянные сх и с2, что

с><^г<С2- <20>

Очевидно, р{хт) >0 при хт > 0; если р(0) >0 и оператор

(18i) вырождается при хт = 0, то при этом значении хт

необходимо вырождается квадратичная форма от т—1

переменных

т-\

2 Aik{P)t}tk.
/, *-1

Обозначим через а наибольшее значение координаты хт в Q
и положим

о

В пространстве ^г(й) рассмотрим оператор L, который
действует по формуле, определяемой левой частью уравнения
(18i):

т-\

Lu = ~,?-, ^(Л/6^ ~^ ^mm^'
За область Z)L определения оператора L примем множество

функций, обладающих следующими свойствами:

а) функции
ди д2и , ^ . . ^ л / ч ди

J i j m

д

(р^ъЬ)
непрерывны в Q;

б) функция и удовлетворяет условию (19);
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в) если k < оо, то

ы|5, = 0; (22)

если k = оо, то никаких условий на S' ставить не следует.
Справедлива следующая теорема (в статье автора [16] она

дана в несколько менее общей форме).
Теорема 1. Если произведение

тк (23>

ограничено, то оператор L положительно определенный. Он
будет положительно определенным и тогда, когда произведение
(23) не ограничено, но при этом существует такой индекс г

{l^r^Cm—1), что в Q выполняется неравенство

т—1

S Aik{P)tttk^Ct% C = const>0.

Рассмотрим еще оператор L', определенный только, если

k < оо, и отличающийся от оператора L лишь тем, что условие

(22) заменено краевым условием

Шр(хт)-^- = 0. (24)

Доказывается, что в пространстве L2(Q) оператор U также

положительно определенный. .

§ 29. Принцип минимума потенциальной энергии
в теории упругости

Мы будем пользоваться следующими обозначениями:
u (их, uy, uz) — вектор смещений, оХу..., тху> ..., xyz

—

составляющие напряжений, К(Х, У, Z)—вектор объемных сил.

Далее мы будем обозначать через гх относительное удлинение в

направлении оси х и через уху
— сдвиг в плоскости ху\

аналогично определяются еу, е2, уХ2, ууг- Величины гх, еу, е2, yxy, yxz,

уУг будем называть, хотя это и не совсем точно, составляющими

деформаций. Они связаны с вектором смещений и соотношениями

дих
_

дих диу
Уху— л„ I Лу V*/дх

' **у~ ду
'

дх
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и четырьмя им аналогичными. В упругом теле составляющие

напряжений и деформаций связаны уравнениями обобщенного
закона Гука

<Ух = апех + а]2гу + а13г2 + аиуху + а15ух2 + а1вууг, |
Оу
= Я21е* + <hafiy + а2$>г + С12аУхУ + ^ъУхг + йяУуг*

Gz = Яз1ех + йъ&у + Яззвг + ЯзлУху + С1гъУхг + ^ЗбУ^/г» I ,-.

*ху
= а*\&х + oifiy + a&*>2 + а^Уху + аАЬуХ2 + a46yyz> |

tXz = а51ех + а52ъу + a5Se2 + аыуху + а55уХ2 + a5Qyyz,

tyz
= 06ie* + a^By + а63г2 + а6Ауху + а65ухг + а66уУ2. J

Величины ajk не зависят от деформированного состояния тела

и являются механическими характеристиками материала. Они
называются константами упругости данного материала.

Следует, впрочем, отметить, что а& будут постоянными

только для однородного тела, в общем случае тела

неоднородного они будут функциями координат xf у, г.

Величины a^h связаны важным соотношением

ajk
= л*/, (3)

которое вытекает из существования упругого потенциала, т. е.

такой функции составляющих деформаций W(ex, еу,..., ууг)
что

_

dW
__

dW
_

dW
а*~

дгх
' аУ дц

' ■••» т^~ дууж
*

Из формул (2) и (3) нетрудно усмотреть, что

2W = гхах + гуоу + г2о2 + ухутху + Ухг^хг « Ууг^уг* (4)

В последующем мы будем обозначать упругий потенциал

через tt?(u). Заменяя составляющие напряжений по формулам
(2), найдем, что W—квадратичная форма относительно

составляющих деформации. В теории упругости доказывается, что эта

форма — положительно определенная, т. е. что W >- 0, причем
W = 0 тогда и только тогда, когда все составляющие

деформации равны нулю1). Уравнения (2) справедливы для самого

общего случая анизотропной среды. Если упругая среда изохроп-
ная, уравнения (2) сильно упрощаются и сводятся к известным

*) Подробное изложение перечисленных здесь вопросов см., например,
Л. С. Лейбензон [2].

11 С. Г. Михлин
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уравнениям Ляме:

ох = KQ + 2\ieX9 хху
=

\хуху>

ву = Хв + 2\1еу> гХ2 = цуХ2,

а2 = Я9 + 2\хг2, хуг = wyz,
0 = divu.

Здесь X и \i
— так называемые константы Ляме.

Известные уравнения равновесия, которые мы запишем в

форме:

(дах дхху дххг\ ]
[ дх ~г

ду
+

дг ] А' I
/ дхху доу dTyz \

^

\ дх ^
ду
^ дг ) Г>

_ (дХхг J_ дХуг
л. д°г\ = 7

[ дх +
ду

+ дг } Z'

(5)

можно рассматривать как одно векторное уравнение
относительно вектора смещений и. Для этого достаточно в левые

части уравнений (5), рассматриваемых как составляющие

некоторого вектора, подставить вместо 0^, xxyj ..., %уг их выражения

(2) и далее заменить составляющие деформаций по формулам
(1). Указанный вектор обозначим через Аи, а его

составляющие— через Ахи, Ауи, Azn. Система (5) записывается теперь в

виде одного векторного уравнения
Аи = К. (6)

Заметим, что в наиболее важном случае изотропной среды
оператор А имеет сравнительно простой вид, именно:

Аи = (к + 2\х) grad div и — \х rot rot и.

Пусть и' и и"— два вектора упругих смещений,
отвечающих объемным силам К' и К". Напомним известные формулы
Бетти *)

J u'Au" dQ = 2 J W (u', и") dQ
- J u't"(v) dS, (7)

Q Q 5

J uAu dQ = 2 | W (u) dQ- J ut<v> dS, (8)
Q Q S

J (u' Au" - u"Au') dQ = - J H"(v) - u"t,(v)) dS. (9)

*) См., например, Е. Трефтц [2].
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Здесь мы пользуемся следующими обозначениями:

1) одним штрихом (соответственно, двумя штрихами)
обозначаем величины, связанные с вектором и' (соответственно, с

вектором и");
2) t<v> — вектор напряжений, действующих на поверхность

тела;

3) W (и', и") = -1(вХ + еде +. ъ'л + у'хуг»у + Ч'Л + «,); как

известно, W(u\ и") = W(u'\ и').
Обратимся теперь к задаче интегрирования уравнений

теории упругости. Краевые условия, сопутствующие этим

уравнениям, будем считать однородными.
Наиболее простые и важные типы краевых условий в теории

упругости следующие:
а) граница S закреплена:

.

u Is = 0; (10)

б) граница тела свободна от действия внешних сил:

t^ls-О; (И)

в) граница тела состоит из двух частей, S\ и S2, из которых
первая закреплена, а вторая свободна от действия внешних

сил:

Ч, = °> t<v)U2 = 0. (12)

Задачу в) часто называют смешанной задачей теории
упругости.

Докажем, что все перечисленные задачи равносильны задаче
о минимуме интеграла

j{W(u)-uVL}dQ (13)
Q

при тех или иных условиях. Это предложение представляет
собой известный принцип минимума потенциальной энергии в

теории упругости, так как интеграл (13) равен потенциальной

энергии упругого тела, подверженного .
действию объемной

силы К.

Оператор А будем рассматривать в пространстве L2(Q)
векторных функций, суммируемых с квадратом в Q. При любом из

краевых условий (10) — (12) правая часть формулы (9)
обращается в нуль, и эта формула показывает, что при любом из

упомянутых условий оператор симметричен.
Теперь составим выражение

(Au, u)= f uAudQ.

11*
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Применим к этому интегралу формулу (8) и заметим, что при
любом из условий (10) или (12) подынтегральная функция в

поверхностном интеграле исчезает. Таким образом,

(Au,u) = 2 J Wt(u)dQ>0. (14)

Далее, если (Au, u) = 0, то №(u)=0, и так как W есть
положительно определенная квадратичная форма относительно

составляющих деформаций, то эти последние тождественно равны
нулю. Но тогда и есть вектор малого жесткого смещения тела;

если закреплена граница тела [условие (10)], или часть

границы [условие (12)], то жесткое смещение невозможно, и и=0.
Таким образом, оператор А положительный на каждом из

множеств, определяемых условиями (10) или (12). По теореме о

функционале энергии отыскание интеграла уравнения (6) (или,
что то же, системы уравнений теории упругости) при одном из

условий (10) или (12) равносильно отысканию вектора,

удовлетворяющего тому же краевому условию и реализующего
минимум функционала

F (и) = (Аи, и) - 2 (К, и) = 2 J {W (и) - Ки} rfQ.
Q

Таким образом, принцип минимума потенциальной энергии
доказан применительно к задачам а) ив).

Остановимся на задаче б), роль которой в теории упругости
такая же, как и роль задачи Неймана в теории га_рмонических

функций. На линеале векторов, непрерывных в Q вместе со

своими первыми и вторыми производными и удовлетворяющих
краевому условию (11), оператор А не будет положительным.

Действительно, формула (14) остается в силе и на этот раз, так

что (Аи, и)>0. Однако (Аи, и) может равняться нулю не

только при u s== 0 — достаточно взять за и произвольный вектор
малого жесткого смещения. Как и в задаче Неймана, мы сделаем

А положительным, рассматривая его на более узком множестве

векторов.
Задача б) не всегда имеет решение, и нетрудно найти

необходимые условия ее разрешимости. Они состоят в том, что

совокупность сил, приложенных к упругому телу, должна быть

статически эквивалентна нулю. Так как поверхностные силы

отсутствуют [условие (11)], то должны быть статически эквивалентны

нулю объемные силы:

Г КrfQ = 0t frXKdQ = 0.
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Здесь г—радиус-вектор переменной точки области Q, а косой

крестик означает векторное умножение векторов. Далее, по

условию (11) вектор смещений определяется не единственным

образом
— два вектора упругих смещений, отвечающих одним и

тем же объемным силам и одному и тому же условию (11),
могут различаться на произвольный вектор малого жесткого

смещения. Этот произвольный вектор можно зафиксировать,
подчинив, например, искомое решение тем же равенствам

JudQ = 0, jrXudQ^O. (15)
Q Q

Чтобы убедиться в этом, достаточно показать, что вектор малых

жестких смещений, удовлетворяющий уравнениям (15), равен
нулю. Действительно, составляющие и®\ и{у\ v!f вектора малых

жестких смещений имеют вид

u® = a + yy-$z,

uf = с + p* - ay,

где a, b, c, a, p, у— постоянные. Как известно, если вектор
удовлетворяет уравнениям (15) в некоторой системе координат,
то он удовлетворяет им и в любой другой системе. Мы примем
поэтому за оси координат главные центральные оси инерции

тела Q. При таком выборе статические моменты равны нулю, и

первое уравнение (15) дает сразу а = Ь = с = 0.

Далее, проектируя второе уравнение (15) на ось я, получим

0 = j (yuf -zuf)dQ=-aIxx + yxy + ylxz.
Q

Произведения инерции Ixy, Ixz равны нулю, и из последнего

равенства вытекает, что a = 0. Точно так же доказывается, что

P = Y = 0.

Рассмотрим теперь линеал векторов смещений,
удовлетворяющих не только условию (11), но также и условиям (15).
Нетрудно видеть, что на этом линеале оператор А положителен.

Достаточно доказать, что на этот раз из равенства (Аи, и) = 0

следует, что и = 0. Но, как было уже указано выше, из этого

равенства следует, что и есть вектор малого жесткого смещения,
и так как этот вектор удовлетворяет уравнениям (15), то он

равен нулю.

Таким образом, принцип минимума потенциальной энергии
остается в силе и для задачи б), если считать, что как решение
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дифференциальных уравнений теории упругости, так и вектор,

реализующий минимум функционала (13), удовлетворяют
уравнениям (15).

Краевое условие (11) естественное, и ему можно заранее не

удовлетворять при отыскании минимума.

Рассуждая, как в § 25, можно легко найти форму
интеграла энергии и в случае неоднородных краевых условий.

В общем случае смешанной задачи этот интеграл имеет вид

J {W (u) - иК} dQ - J ut(v) dS. (16)
Q S2

Здесь t<v> — заданный на части S% поверхности S вектор
напряжений. В частности, если на всей поверхности заданы смещения,
то интеграл энергии принимает вид

j{W(u)~uK}dQ, (17)

если же на всей поверхности задан вектор напряжений, то

интеграл (16) переходит в следующий:

J {W (u) - uK}dQ - J* ut^dS. (18)
Q S

Краевым условиям следует удовлетворять заранее только на

той части поверхности, на которой заданы смещения.

Выше было установлено, что оператор А, входящий в

уравнения теории упругости, положителен на множестве векторов
смещений, удовлетворяющих условиям (10), (12) или (11) и

(15). Можно доказать, что на каждом из этих множеств

оператор А положительно определенный. Подробные формулировки и

доказательства соответствующих теорем, а также и

библиографические указания читатель найдет в книге автора [11]. Для
случая закрепленной границы положительная определенность
оператора А будет доказана ниже, в § 51.

§ 30. Изгиб тонких пластинок

1. В предшествующих параграфах этой главы мы исходили
из дифференциальных уравнений и краевых условий данной
задачи и сводили ее к задаче о минимуме некоторого
функционала. В настоящем параграфе мы покажем, как можно

получить дифференциальное уравнение и естественные краевые
условия, исходя из вариационной задачи,
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Как известно, теорию тонких пластинок можно построить,

опираясь на формулированные ниже гипотезы1). Как обычно,
мы располагаем плоскость (х, у) в серединной плоскости

пластинки; через h обозначается толщина пластинки.

Гипотезы: 1) точки серединной плоскости пластинки

испытывают только нормальные смещения; 2) ввиду малости

толщины пластинки смещения их и иу можно считать

линейными функциями от г, а смещение uz
— не зависящим от г\

3) в точках серединной плоскости сдвиги в вертикальных
плоскостях равны нулю; 4) по сравнению с оХу оу, хху напряжения
Txz, Tyz, Oz пренебрежимо малы; 5) для изогнутой пластинки

сохраняет силу принцип минимума потенциальной энергии в

форме, о которой будет сказано ниже.

Обозначим через w(x, у) нормальное смещение точки (х, у)
серединной плоскости. В силу гипотез 1) и 2) их = гй(х,у),
Uy = zv(x,y), где и и v — некоторые функции от х и у. По гипо-

тезе 3) при z = О имеем yxz
= yyz

= 0; отсюда и = —

-^-,

б= —j-' и> следовательно,

dw dw /1Ч

а*--*-5Г' иы~-гЩ- (1)

Опираясь на гипотезу 4), положим вг = 0. Из уравнений Ляме

находим тогда XQ + 2\кгг = 0, откуда

***** Я+ 2*i
(е* + еД

Подставив это в первые два уравнения Ляме и используя
известные соотношения между упругими постоянными

изотропного тела, находим

F F

Gx^-zrjrtex + oby), оу
= т^(гу + оех), (2)

где Е — модуль Юнга и а — постоянная Пуассона материала
пластинки. Отметим еще уравнение Ляме, связывающее хху
и уху:

р

*ху
=

Wxy
=

2(1+а) У*У ^т,

Обозначим через й пространственную область, занятую
пластинкой, через 5 и Si — ее верхнее и нижнее основания и через

1) Эти гипотезы в несколько иных выражениях сформулированы
Кирхгофом [1].
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2 — ее боковую поверхность. Как обычно, примем, что на

верхнее основание S действует нормальная нагрузка интенсивности

q (xt y)t а нижнее основание S\ свободно от действия внешних

сил. Действием объемных сил на пластинку пренебрежем. Если

край 2 пластинки жестко закреплен, то в соответствии с

формулой (16) предшествующего параграфа заключаем, что задача

об изгибе пластинки сводится к задаче о минимуме
функционала

jjjW(u)dQ-j\gutdS (4)

при соответствующих краевых условиях. Примем, что форма (4)
функционала энергии сохраняется и в случае, когда часть края
или весь край пластинки свободен или свободно оперт; будем
далее, в целях упрощения выкладок, ограничиваться тем

случаем, когда часть края пластинки жестко закреплена, а другая
часть края свободно оперта.

Упростим функционал (4). Имеем

W (U) - ^ (Ox*x + <*уЬу + ^хуУху + G£z + *хгЧхг + *yzVyz)-

Гипотеза 4) позволяет пренебречь последними тремя
слагаемыми по сравнению с первыми тремя; используя еще формулы
(1) — (3), получим

Отсюда
h_
2

jjfw{u)dQ = jjdS J W(u)dz =
Q S _h

= 4{J{(A,)2+2(l-.)[(^-)2-^^]},S; (5)

D = -
Ш

12(l-a2)*

Для дальнейшего важно, что интеграл

ГГГ( лц« л
_j.idSJ J 1\дхду / дх2 ду2 J
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можно преобразовать в интеграл, взятый по контуру области S;
этот контур обозначим через L. Интегрируя по частям, найдем

Шд2и> \2ло_ f f dw d*w ^0 f dw d2w ^

S S L

nd*wdhs)iQ
С С dw dsw ,0 , С dw d2w <

S S L

Вычитая последние равенства, получим

Шд2т
\2 d2w d2w 1 -

с
С dw d tdw\. /сч

a^j —5?"l?-JdS--J 1T*W)d8i (6)

ds — дифференциал дуги контура L.
Контурный интеграл возьмем по частям. Так как контур L

замкнутый, а функция w и ее производные, очевидно,
однозначны, то внеинтегральный член пропадет, и мы получим

Шд2т \2 д2ш ^"bo-f^ d(dw\,
ITd^j

~

а*2 <V J«*- J -fy-fcVW)aSt
S L

Из двух последних равенств вытекает, что

Ш.д2т
\2 <э2ш а8иП «с» ! Г Г ^ <* /^\ ^ d ( dw\] j

дх ду) дх2 ду2 \а:> 2 J L dy ds\dx ) дх ds \ ду )\ US'

S L

(6.)
Заметим, что если функция w(x,y) удовлетворяет на контуре L

условиям (8) (см. ниже), то

S

В силу гипотезы 2) можно во втором интеграле в (4) положить

uz = w (х, у). Учтя формулы (б) и (6), получим для
потенциальной энергии изогнутой пластинки выражение

S

D (1 -а) Г Г_дад_ j?_ ( dw \
_ _^ j^ / dw\] н /7ч

2 J Ur/ ds\dx) дх ds\dyj\aS' U)

Выясним краевые условия, которым следует подчинить
функцию до. Если боковая поверхность пластинки жестко

закреплена, то на этой поверхности

ux — Uy = uz= 0.
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Учитывая формулы (1), а также отмеченное выше тождество

иг гз до, найдем, что условия- на жестко закрепленном крае
пластинки имеют вид

до = 0, -3—=-5—= 0,

что можно заменить двумя равносильными равенствами

•-0. ^- = 0, (8)

которые необходимо выполняются на жестко закрепленной
части контура L; на свободно опертой части контура L одно из

краевых условий имеет вид

до « 0, (9)

другое краевое условие мы получим как естественное для

функционала (7). Заметим еще, не вдаваясь в подробности, что

на свободной части контура получаются два естественных
условия.

Выведем уравнение равновесия изогнутой пластинки.

Допустим, что часть Lx контура L жестко закреплена, а остальная

его часть L2 свободно оперта. Тогда на всем контуре L

выполняется условие до = 0; кроме того •^-==0 на £,.

Пусть функция w(x9 у) реализует минимум функционала (7),
который для краткости обозначим через W(w)f и пусть ц —

функция, достаточное число раз дифференцируемая и

удовлетворяющая условиям (8) и (9), а в остальном произвольная, и

t — произвольное вещественное число. Функция до + ti\
удовлетворяет тем же условиям (8) и (9), поэтому

Если функция ц(х, у) фиксирована, то Ч^до + tr\) есть функция
от t, которая, как показывает последнее неравенство, имеет

минимум при t .= 0. Но тогда необходимо

-|-4> + *ti)U = 0;

произведя простые выкладки, приведем это уравнение к виду
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Далее, по формуле Грина

S S L

= J J* r\tfwdS + j Ддо |jrfs,
S L

так как t)|l = 0. Окончательно получаем

S L L

. dw d ( dr\\ dr\ d ( dw\ dw d I dr\ \) «
л /irt4

Контурный интеграл в (10) достаточно брать по L2, так как

интеграл по Lx исчезает в силу условий (8), которым

удовлетворяют обе функции до и т|. Если весь край пластинки жестко

закреплен, то контурный интеграл в (10) отсутствует. Допустим,
что ц(х, у) удовлетворяет условиям (8) не только на Lu но и на

всем контуре L. Тогда контурный интеграл в (10) исчезает, и

это равенство дает

s

Множество функций г\, удовлетворяющих краевым условиям

(8), плотно в L2(5), поэтому выражение в скобках под знаком

интеграла равно нулю, и мы получаем известное
дифференциальное уравнение равновесия изогнутой пластинки

Д2» = £, (И)

впервые полученное Софи Жермен в 1811 г.

2. Выведем теперь второе краевое условие на свободно
опертой части края изогнутой пластинки. В силу уравнения (И)
двойной интеграл в (10) исчезает, а контурный интеграл, как

было сказано, достаточно брать по L% Уравнение (10)
принимает вид

Г^Лл j i l-ffffdri d ( dw\ . dw d I dr\\

is U

дх ds\dy) дх ds\dy)rS и* V*>
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В произвольно выбранной точке кривой L2 проведем к ней

касательную, которую направим так, чтобы оси vih были

ориентированы так же, как и оси х и у (рис. 11), и обозначим через ft

угол между осями х и 5. Положим еще

а = cos ft = cos (s, x) = — cos (v, у),
p = sin Ф = cos (s, #) = cos(v, x).
Ha кривой L2 функция w

обращается в нуль, поэтому на этой кривой
также

dw dw / v . dw / \ л

-w
= -g7cos(s,x)+ -5icos(s,y) = 0.

С другой стороны,
dw dw , ч , dw i v

~*r
= ~3Fcos(v' *) + -^-cos(v, у).

гл dw dw
Решая эти два уравнения относительно -^- и -j-, найдем, что

на L2
dw

__
q dw

dx
~""

<?v !

dw

dx

dw

dy dv

Аналогично на L2

dv\
__ a <9ii

— a in

Подставив это в (12) и выполнив дифференцирование под

знаком второго интеграла, получим

J#{A.+u-«>-g-(p£-■-£)}*-«.
Но

Р
da d$ d%

dsds
™

ds

где p
— радиус кривизны кривой L2. Отсюда

Г J?1L (А 1 — <т дш

J dv V
[Ли; ■*)*-••

В качестве -г— можно взять любую непрерывную на L2

функцию. Выражение Aw ^—^-, будучи ортогональным на

12 к любой непрерывной функции, должно быть тождественным
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нулем на L2, и мы получаем интересующее нас краевое условие
в виде

^"^-£-0 на L2. (13)

Можно показать, на чем мы не останавливаемся, что условие

(13) совпадает с условием отсутствия изгибающих моментов

на свободно опертом крае.
Аналогичным путем, исходя из принципа минимума

потенциальной энергии, можно получить дифференциальные уравнения
равновесия упругих оболочек и соответствующие краевые
условия1). Выкладки при этом, естественно, усложняются. Принцип
минимума потенциальной энергии может быть положен также в

основу ряда других приближенных теорий упругого состояния.
Не останавливаясь на их выводе2), приведем краевые

условия на свободном крае пластинки. Введем в рассмотрение
двумерные векторы

В терминах векторов U и Uv условие на свободном крае
пластинки имеет вид

I ds p ds * ds2 \
tfv-(l-or)l J^ _1Г"°'

\ Is* > ~'p/
3. Можно доказать, что бигармонический оператор,

входящий в уравнение Софи Жермен, симметричный и положительно

определенный в пространстве L2(S) на множестве функций,
которые удовлетворяют на L\ условиям (8) жесткого закрепления,
а на L2— условиям (9) и (13) свободного опирания. Здесь мы

ограничимся теми двумя случаями, когда контур L пластинки

целиком либо жестко закреплен, либо свободно оперт.
Пусть контур L жестко закреплен. Чтобы проверить

симметричность бигармонического оператора в этом случае, допустим,
что функции Wi(x,y) и w2(x,y) обе удовлетворяют условиям (8).
Полагая в формуле (19) § 7 и = Awu v =*w% получим

(А2шь ш2)= J J w2A2wxdS =
s

= \\ Aw2Awt dS+j (w2-^ - A», i£) ds.

1) См. работу автора [17].
2) См. М. Ш. Бирман [6].
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Контурный интеграл исчезает в силу условий (8), поэтому

(А2шь ш2) = j J kw2kwldS.
•

(14)
s

Так как правая часть формулы (14) симметрична
относительно W\ и 102, то (A2^i, ш2) = (ts>u A2t*y2), т. е. оператор А2
симметричен на множестве функций, удовлетворяющих условиям (8).
Положим в (14) W\ = ш2 = ш. Это дает

(Д2я>, w)= j j(AwfdS. (15)
s

Умножив теперь равенство (62) на 2 и прибавив к (15); получим

s

Как мы уже отмечали, условия (8) равносильны таким:

л dm dw л г

В таком случае к обеим первым производным можно применить
неравенство Фридрихса (см. § 24):

S S

Неравенство Фридрихса можно применить и к самой

функции w, так как w\L = 0. Но тогда

или

(A2tiy, w)^k2\\w IP,

что и означает положительную определенность оператора А2.
Отсюда вытекает, что задача о равновесии жестко закрепленной
пластинки ^имеет (и притом единственное) решение, которое
можно построить, используя методы гл. III. В частности, если

wn, п*= 1,2,..., — какая-либо минимизирующая последователь-
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ность1), то она сходится по энергии к точному решению.

Выясним подробнее характер сходимости по энергии в данном случае.
Из формулы (16) следует, что

Так как последовательность функций wn сходится по энергии,
то

г*0\wn-wm\ —

или, более подробно,

,дх ду

d2wm\* ■

дхду) "*"

Отсюда следует, очевидно, что

J J \~д^ ~д^) dS n,m-x*>+°>

L
дх ду

*"*•]* dS—
дхду I n> л*-»°°

d2Wn

ду2 -)2ds. ->о,

(19)

т. е. последовательности вторых производных от приближенных
решений сходятся в среднем. Неравенства (4) и (5) показывают

теперь, что последовательности первых производных от wny a

также сами шп, сходятся в среднем. Докажем теперь, что

последовательность {wn} сходится равномерно1*) в замкнутой
области Q.

Условия (8) главные, поэтому функции wn этим условиям

необходимо удовлетворяют. Будем также считать, что эти

функции непрерывны и имеют непрерывные первые и вторые
производные в S = S + L — этого всегда можно добиться. Поместим
S внутрь некоторого прямоугольника П (рис. 8) и доопределим
функции wn(x, у) в П, положив их равными нулю вне S. Тогда

!) Например, построенная по методу Ритца.
2) Эта теорема является частным случаем так называемой «теоремы

вложения» С. Л. Соболева; см. С. Л. Соболев [2].
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эти функции, так_же, как и их первые производные, непрерывны
в П. Возьмем в S произвольную точку (х, у) и вычислим

интеграл
х у

О О

wn

Выполнив интегрирование, найдем

Г f *^Lalrf|d4-ttU, y)-u(x9 o)-«(ot */) + и(о, 0).
о о

Точки (jc, 0), (0, #) и (0,0) лежат на сторонах прямоугольника П,
где и = 0, поэтому и(х, 0) = и (6, #) =«(0,0) =0 и, следовательно,

Отсюда
о о

I и (х, у)\ = !!-кк«*\<1\т&\«<ь0 0 | П

или, так как и=0 вне 5,

S

Теперь по неравенству Буняковского

u4x,y)<\S\j(^fdS,
S

где через \S\ обозначена площадь области S. Но и = wn—*wm,

поэтому

I „.<* ■,>-„„(,, f)|< yf*r{ {(|ь_|ь)^5}\
В силу неравенств (19) выражение справа стремится к нулю

при га, я-^оо. По определению (С1, 144) последовательность

и>п. я = 1,2,..., сходится равномерно в S.

4. Допустим теперь, что контур L свободно оперт, так что

прогиб пластинки удовлетворяет условиям (9) и (13).
Рассмотрим оператор Д2, заданный на множестве функций,
подчиненных упомянутым условиям, и докажем, что этот оператор
симметричный и положительно определенный.
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Пусть W\(x, у) и w2(xty) удовлетворяют условиям (9) и (13),
так что на L

л А 1—a dwi А 1—а dw2 л

Wl = w2 = 0, Aw{ —-^
= Ai02 &Г

= °-

Тогда, как и в п. 3 настоящего параграфа,

(Л2ш1э ш2) = J J w2tfwldS =
s

- J{ Aw2AWldS + J (»,*£-- Дц, 4&) Л,

что, в силу краевых условий, принимает вид

(ЛЧ,^)=|{А^Аш1^-(1«а)||^^^. (20)
S L

Тот же результат получим, исходя из скалярного произведения
(A2tc>2, W\). Отсюда (А2аУь ш2) = (А2шг, tc^i), т. е.

рассматриваемый оператор симметричен. Чтобы установить его

положительную определенность, поступим следующим образом.
а) Проделаем в обратном порядке выкладки п. 2, заменив в

них т) через w{ и w через w2. Тогда найдем, что

Г _L doJi dw2 * 1_ Г f дач с/ / дш2 \ ,

J p av dv
aS ~~

2 J \ dy ds \ dx )
"*"

I дед2 d I dwA dw\ d ) dw2\
_

dw2 d 1 дшЛ) -

""*"
д# ds \ dx ) dx ds \ dy ) dx ds \ dy })

Подставим это в (20) и положим там Ш\ = w2 = w. Это приведет
нас к равенству

(л..)-Д(^г«+(1-.)/{££(£)-45-£(£)}а.
или, если воспользоваться формулой (6i),

+ 2(l-°)(a7Sr)'}'i5- <21>

Интересно отметить, что интеграл в (21) только постоянным

множителем D/2 отличается от выражения [формула (5)]

jjjW(n)dQ9
Q

равного потенциальной энергии деформации пластинки.

12 С. Г. Михлин
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б) Имеем тождество

|2 + 2а|г] + л2-(1-а)(|2 + г]2) = а(| + л)2.

Считая, что а<>0, находим отсюда, что

I2 + 2а|л + Л2>(1 - а)(|2 + rf).

Полагая |=.-^у, г) = ^~т» получаем из (21) неравенство1)

(Л. »)>(.-., //{(«^(jl* )'+(£)}«. (22)
S

в) К производной -rj- применим неравенство Пуанкаре
[формула (18) § 24], которое в этом случае даст

Я(#Г"<4даг+(й0>+*(Я£4 «»

По формуле Остроградского

JJ|~dS= jwcos(v, x)ds = 0, (24)
S L

и неравенство (23) принимает вид

Я№<4ШГ+ШК
S S

Аналогично найдем

я&г^яда+ФП'*
S S

Сложив последние неравенства, получим

Я{(1Г+Ш!}«<^Я{(^Г+^Ш!+(^Г}^-
Сопоставление с неравенством (22) дает

<*"»w{(w+(t)>- <»»

*) Если бы было а < О, то мы получили бы аналогичное неравенство
с заменой множителя 1 — а на 1 + а.
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Условие (9) позволяет применить к функции до неравенство

фридрихса

S S

Подставив это в (25), приходим к неравенству

(Д2до, до) > f II до IF, y2 = 0 - о) к/А, (26)

которое и означает, что рассматриваемый оператор
положительно определенный.

Предоставляем читателю формулировку вытекающих из

этого факта следствий. Заметим только, что и в этом случае
можно доказать равномерную сходимость минимизирующей
последовательности, если воспользоваться упомянутой выше

«теоремой вложения» С. Л. Соболева. Однако такое доказательство

выходит за рамки настоящей книги.

5. К задаче, сходной с вариационной задачей для случая

жестко закрепленной по краю пластины, сводится плоская

задача теории упругости при заданных внешних силах в случае,
когда область S, заполненная упругой средой, конечная и одно-

связная. В этом случае, как известно, задачу можно свести к

интегрированию бигармонического уравнения

А2и = 0 (27)
при краевых условиях

u\L = h(s), -Ц-^-Ш, (28)

где f[(s) и f2(s) — известные функции. Если i|)(*, у) —
произвольная четырежды непрерывно дифференцируемая функция,
удовлетворяющая условиям (28), то, полагая и — -ф = до, мы

найдем, что до удовлетворяет краевым условиям (8) и

уравнению (11), в котором -g-=—Д2/ф. Функцию до можно найти,

решая задачу о минимуме функционала

F(w) = (/S?w> до) + 2(Д2\|), до).

Полагая здесь до = и — г|э, легко найдем

м.)_фМ+ф(„_,Д(*4^+^^дх ду дх ду
s

ду

64

l^)dS + 2 J J "Л2^ rfS — 2 J J ^ Ла1? rfS, (29)

12*
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где для краткости положено

°м-Я{(£Мт&М£)'К
Заметим, что в правой части равенства (29) второй и пятый
члены суть постоянные. Интеграл в третьем члене возьмем

дважды по частям. Из формул (28) следует, что
-j-

и -—-

известны, поэтому контурные интегралы, возникающие при

интегрировании по частям, суть известные постоянные. Учтя это, мы

получим

Я(БЗ+*^Ь&+$#)«-Я«"*«+~»«-
Подставив это в (29), найдем, что F(w) = Ф(и) + const.. Таким

образом, плоская задача теории упругости при упомянутых
выше условиях сводится к задаче о минимуме функционала
Ф(и) на множестве функций и(х,у), которые вместе со своими

нормальными производными принимают заданные значения (28).
При отыскании минимума можно Ф(и) заменить более простым
функционалом

Ф0(и)- fJ№fdS.
S

Действительно, по формуле (6)

*.<«>-«м-2/-£<*(£)•
что, в силу краевых условий (28), есть известная постоянная.

§ 31. Изгиб тонких сжатых пластинок

Пусть пластинка находится под одновременным действием

нормальной нагрузки q(xty) и напряжений TXt Тху, TVt
действующих в серединной плоскости пластинки. Будем считать, что

объемные силы отсутствуют. Тогда ТХу Тху, Ту связаны

однородными уравнениями равновесия

дх '
ду

9 дх '
ду
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Если прогиб w(x, у) пластинки мал, то можно приближенно
считать, что он удовлетворяет известному уравнению1)

как и в предшествующем параграфе, здесь h означает толщину

пластинки и D — ее жесткость. Так же, как и в § 30, краевые
условия на жестко закрепленной части края имеют вид

»-0. ^ = 0, (2)

а на свободно опертой части края

„«о. дш-Ь^ = °- (3)

Докажем, что оператор в левой части уравнения (1)
симметричен в пространстве L2(S) на каждом из множеств функций,
удовлетворяющих либо условиям (2), либо условиям (З)2).
Симметричность бигармонического оператора была установлена в § 30;
чтобы доказать наше утверждение, достаточно теперь убедиться,
что оператор

Тш-Т.Ъ+ЯГ„£%+Т,$ (4)

симметричен на множестве функций, удовлетворяющих краевому
условию

^U = 0, (5)

которое удовлетворяется в обоих отмеченных выше случаях.
С этой целью заметим, что оператор Т можно, пользуясь
уравнениями равновесия (*), преобразовать к виду

гр д Irp dw , rp dw\ . д (rp dw ,T dw\

Составим теперь скалярное произведение (Tw\, w2), полагая

при этом, что обе функции W\ и ш2 удовлетворяют краевому
условию (5). Интегрируя по частям и имея в виду, что, в силу

1) См., например, П. Ф. Папкович [1], стр. 522, или С. П. Тимошенко [2],
стр. 289.

2) На это обстоятельство обратил внимание автора М. Ш. Бирман,
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упомянутого условия, контурный интеграл исчезает, найдем

+-k\T«%-+T&)]<s~ Я[г«**+
s

,T I dwx dw2 , dwx dw2 \ , ^ dwx da^l^o /ft4+ T*v VW -df+~W "ST) + ту ~W TW\ds* <6>

Так как в последний интеграл W\ и w% входят симметрично, то

тот же результат получится, очевидно, если исходить из

скалярного произведения (wuTw*^. Отсюда (Twu ^2) = (wu Tw2),
что и требовалось доказать.

Теорема 1. Если напряжения Тх, Тху, Ту достаточно малы

по абсолютной величине, то оператор в левой части уравнения
(1) положительно определенный в пространстве L2(S) на

каждом из множеств функций, которые на всем контуре
удовлетворяют либо условиям (2), либо условиям (3).

Составим скалярное произведение

(а2ш - A Tw, 01) = (Д2ш, w) - -£ (Га;, w). (7)

Если весь край пластинки жестко закреплен [условия (2)], то по

формулам (16) и (18) § 30

S

если же весь край свободно оперт [условия (3)], то справедливо,
неравенство (25) § 30. Обозначая через С величину и в случае

жестко закрепленного края и величину —^ в случае

свободно опертого края, имеем в обоих случаях

<*-..»cJJ{(£J'+№s- <8>
S

Оценим теперь величину (Tw,w). В формуле (6) положим

W\ = W2 = w. Получим тогда

(Г..'.)— jj[T,(^)'+2T„^f+T,(^}1,S. (9)
S

Пусть N — наибольший из максимумов величин Тх, Тху, Ту, так

что
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Тогда

|0*.->|<*Я{1£|+1№8-
или, если воспользоваться неравенством (а + 6)2<2(а2 + б2),

№.*!<*"!№+(%№•>■ <|0>
S

С помощью соотношений (8) и (10) получаем из формулы (7)

(Л-4т*..)>(с-».Щ{(..),+($п«- (11,

Так как ш|ь = 0, то справедливо неравенство Фридрихса

S

Пусть напряжения TXi Тхуу Ту столь малы, что

•

N<CD/(2h). (12)

Тогда правая часть неравенства (11) положительна и мы

усилим неравенство, заменив интеграл справа на и[|ш||. Теперь

(tfw-^Twtw)>(c-^)K\\w\?, (13)

и теорема 1 верна, если максимум напряжений удовлетворяет
неравенству (12).

Из только что доказанной теоремы, а также из результатов
§§ 14 и 30 вытекают следующие заключения:

Пусть пластинка находится под одновременным действием

некоторой нормальной нагрузки q(x,y) и действующих в

серединной плоскости пластинки напряжений TXj Тхуу Туу и пусть
весь край пластинки либо жестко закреплен, либо свободно

оперт. Если максимум напряжений ТХу Тху, Ту удовлетворяет
неравенству (12), то задача о равновесии пластинки имеет рейхе-
ние2), и притом единственное, которое можно получить как

1) Неравенство (10) остается в силе, если под 2N понимать максимум
большего из главных нормальных напряжений, действующих в плоскости

пластинки.
2) Как будет показано в § 49, в общем случае эта задача может не

иметь решения.
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функцию, реализующую минимум функционала

'<->-p&)'+»S4Hv),+s<'-"*(i&)'+
4м£)!+2Г*.1г^+Мж)1-£»К ««

Если край пластинки жестко закреплен, то функционал (14)
можно упростить и привести к любой из двух форм1):

Решение задачи о минимуме функционала F(w) можно

построить как предел минимизирующей последовательности, в

частности, последовательности приближенных решений по Ритцу,
а также в виде ортогонального ряда (6) § 14. Если wnt
«= 1,2, ...,

—

минимизирующая последовательность, a w —

точное решение, то wn-*w равномерно в S = 5 + L, а первые и

вторые производные от wn сходятся в среднем к

соответствующим производным от w.

Опираясь на неоднократно упомянутые выше «теоремы вложения»,

можно доказать положительную определенность оператора Ь? — — Т, при

выполнении условия типа (12), и в том случае, когда край пластинки частью
жестко закреплен, частью свободно оперт, а также при некоторых других
условиях закрепления.

Отметим один простой и важный случай, когда оператор

Д2 — -~Т оказывается положительно определенным и все

только что перечисленные заключения имеют место при том, что

неравенство (12) может и не выполняться. Это — тот случай, когда
в любой точке пластинки напряжения Тх, Тху, Ту растягивающие
в обоих главных направлениях. По-прежнему предполагаем, что

край пластинки целиком либо жестко закреплен, либо свободно

!) Тождественность функционалов (14), (150 и (152) в случае жестко

закрепленного края вытекает из формулы (6з) § 30.



§ 32. МИНИМАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ (85

оперт. Чтобы доказать наше утверждение, достаточно устано-.

вить, что (—Tw,ку)>0, коль скоро w\L = 0.

Прежде всего заметим, что выражение под знаком

интеграла (9) инвариантно относительно поворота осей координат; в

этом легко убедиться путем несложных преобразований. Имея

это в виду, возьмем произвольную точку в S и повернем оси

координат так, чтобы они совпали с главными осями

напряжений Тх, Txy, Ту в выбранной точке. Тогда в этой точке подинте-

гральная функция в (9) примет вид ч

где #i,X2
— главные оси напряжений и Т\у Т2 — главные

нормальные напряжения. По предположению напряжения Ти Т%

растягивающие и, следовательно, положительные; отсюда

вытекает, что в выбранной точке области S подинтегральная
функция в (9) неотрицательна; так как точка была выбрана
произвольно, то и во всей области S указанная функция
неотрицательна. Отсюда следует, что

(- Tw9 ш)>0
и

(л2ш--^-Гш, ау)>(Д2ш, о;)> С|| о; IP,

что и требовалось доказать.

§ 32. Метод минимальных поверхностных интегралов

В настоящем параграфе мы изложим еще один метод

решения задачи Неймана и смешанной задачи для однородного
уравнения Лапласа. Метод этот, впрочем, может быть
применен и к некоторым другим задачам математической физики.

Будем рассматривать конечную область Q; границу S этой
области будем предполагать состоящей из конечного числа

достаточно гладких поверхностей. Рассмотрим множество М гар,-
монических в Q функций, непрерывных вплоть до контура. Мы
можем превратить это множество в вещественное гильбертово
пространство, введя скалярное произведение по формуле

(и, v)*= f u(Q)v(Q)dS, и, v<=M. (1)
s

Легко видеть, что аксиомы А — D (§2) при этом выполнены.
Можно доказать, что построенное гильбертово пространство
неполное — пополним его; полученное таким образом полное

гильбертово пространство обозначим через Я. В качестве элементов
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пространства Н можно рассматривать, если угодно, не

гармонические в Q функции, а предельные значения этих функций на S;
при такой точке зрения пространство Н совпадает с L2(S)—
гильбертовым пространством функций, квадратично
суммируемых на S.

В пространстве Н рассмотрим оператор

Au =%+o{Q)u9 (2)

где a(Q) —непрерывная положительная на 5 функция.
Нетрудно видеть, что оператор (2) — положительно определенный.
Действительно, исходя из формулы Грина, легко проверить, что

Аи — симметричный оператор. Далее,

(Ли, и) = (-§7. и) + (<ш, и).

По формуле Грина (18) § 7

(£.-)-J«*<s-j2(£J,*+J«*'"»
Но и — гармоническая функция, поэтому Ли = 0 и

Далее,

(аи, u)=ja(Q)u4Q)dS^a0ju2(Q)dS = a0\\ui>
s s

где do
= mino(Q)\ из наших предположений вытекает, что

сто > 0.. Теперь, очевидно,

(Ли, и) > <т01| и ||2,
т. е. оператор (2) положительно определенный. В силу теоремы
о функционале энергии (§ 13), задача о построении

гармонической в Q функции, удовлетворяющей на S условию

Аи = -^+о(Я)и = !т (4)

равносильна задаче о минимуме функционала

(Ли, и)- 2(и, /)«(-§£ + ои, и) - 2(и, f)'.
Эта последняя задача имеет решение, которое можно построить
по методу Ритца или как предел любой другой минимизирующей
последовательности.
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Выясним характер стремления минимизирующей
последовательности ип(Р) к точному решению и(Р). Во всяком случае
по теореме 1 § 15 \\ип — ы||-*0. Далее,

и (Я) - ип (Р) - J [и (Q) - ип (Q)] Ц rfS, (5)
s

где О*— функция Грина (С2, 198) области О и v —внешняя

нормаль к S.

Рассмотрим замкнутую область Q', которая целиком лежит

внутри Q. Если Рей', a QgS, to функция -у- остается

ограниченной; пусть _^7<С1)» Теперь по неравенству Буняковского

\u(P)-uAP)\2<&\j\u(Q)-un(Q)\dsf<

<(?\S\f[u(Q)-un(Q))2dS9 (6)

или

\u(P)-un(P)\<CV\S\\\u-.un\\;
t

(7)

здесь \S\ — площадь поверхности 5 (длина контура S, если

область Й двумерная). Было отмечено, что \\и — ип\\ ->0; теперь
из неравенства (7) следует, что приближенные решения
стремятся к точному равномерно во всякой замкнутой области, цели-
ком ^ежащей внутри Q. Точно так же можно доказать, что

производные любого порядка от приближенных решений
равномерно стремятся к соответствующей производной точного решения
в любой замкнутой области, целиком лежащей внутри Q.

Обратимся к задаче Неймана. Обозначим

А>«-|г.. (8)

Для простоты ограничимся случаем, когда S состоит из

одной замкнутой поверхности, которую предполагаем по-прежнему
достаточно гладкой.

!) Нетрудно убедиться, что -г— положительна, поэтому мы опускаем

знак абсолютной величины.
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Обозначим через й подпространство Я, ортогональное к

единице, так что

(и, 1)= JadS = 0, «£Я, (9)
s

Оператор Л0 зададим на множестве функци^ гармонических в

Q, дважды непрерывно дифференцируемых в Q и

удовлетворяющих условию (9). Нашей конечной целью является

доказательство того, что оператор А0 положительно определенный в й.

Прежде всего заметим, что оператор А0 действует из Я в Я —

это вытекает из известного тождества

j*«-«.
верного для гармонических в Q функций.

Доказательство положительной определенности оператора
—- будет основано на некоторой оценке величины

la IP- j u?dS.
s

Построим функции dj(P), непрерывно дифференцируемые в Q
и совпадающие с cos(v,Xj) на S. Пусть v(P)— произвольная

функция, непрерывно дифференцируемая в Q. Имеем

j v2dS - J v22 cos2 (v, *,) dS = J v2 J] a, cos (v, xt) dS =
5 /-1 S /-1

(10)

Обозначим

Pe=Q|y= I /

Тогда, как легко видеть,

J i>2ds<(C' + C") U2dQ + C''mJ E(^-)2dQ- (11)
5 Q О Н

''

С" = max max | а; (Я) |
/ pea
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Неравенство (11) применим к функции v = и — с, где и —

рассматриваемая гармоническая функция, ас — ее среднее
значение по Q:

и |Q| есть объем области Q. При этом по неравенству
Пуанкаре

и мы получаем
л я

т

j (и - с)2 dS < С J J] Ijff dQ; С = const. (12)

Интеграл

J*(a-a)2dS,

в котором и — любая функция, суммируемая на S с квадратом,
а a — постоянная, принимает наименьшее значение при

a = jgjjudS, (13)
s

где \S\ — площадь поверхности S; так как и&Й, то в нашем

случае величина (13) равна нулю, и

ju2dS<j (u-c)2dS,
s s

что вместе с неравенством (12) дает искомую оценку:

г
т

»«IP<CJS(^)2^- (14)

Теперь легко доказать, что оператор
-— положительно

определенный в й. Заменяя правую часть формулы (14) по

соотношению (3), получаем окончательно

{^,и)>П»\?, Y-^. (15)

что и требовалось доказать.
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По теореме о функционале энергии задача Неймана

равносильна задаче о минимуме функционала

(^., «) - 2(и, f) - J (и -^ - 2fu) dS (16)
s

в пространстве Я; f — заданное значение нормальной
производной. Обобщенное решение последней задачи существует и может

быть построено процессом Ритца. Как и выше, можно

показать, что приближенные по Ритцу решения сходятся

равномерно, вместе с производными любого порядка, в любой замкнутой
области, целиком лежащей в Q.



ГЛАВА V

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД ДЛЯ ТОЛЬКО
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

§ 33. Решения с конечной энергией

Рассмотрим уравнение

Аи = Ъ (1)

в котором искомый элемент и и данный элемент / принадлежат
некоторому гильбертову пространству Я и Л только

положительный оператор, действующий в этом пространстве. По теореме
о функционале энергии можно искать не решение уравнения (1),
а решение задачи о минимуме функционала энергии

F(u)-(Au9 и)-2 (и, /). (2)

Введя энергетическое пространство НА оператора Л, представим
F(u) в виде

F(u) = \u?-2(u, /). (3)

Оператор А только положителен, и его энергетическое
пространство НА «не вкладывается» в исходное пространство Я:

существуют идеальные элементы пространства НА, не входящие в

Я. Поэтому в выражении (3) будем рассматривать (а, /) как

функционал, заданный на DA— области определения
оператора А, которая принадлежит обоим пространствам Я и НА и

плотна в каждом из них. Дальше можно рассуждать так же,

как в § 20. Если функционал (й, /), заданный на Да, не

ограничен в энергетической метрике, то функционал (3) не

ограничен снизу, и задача о его минимуме лишена смысла. Если же

заданный на DA функционал (и, f) ограничен в энергетической
метрике, то его можно продолжить по непрерывности на все

пространство ЯА. Продолженный функционал обозначим через /;
он ограничен в НА и по теореме Риса (теорема 1 § 5)
допускает представление 1и = [и, щ]А9 где- и0

— вполне определенный
элемент пространства НА.
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Теперь

F(u) = \u\\-2lu = \u \2A-2[u, щ\А = \и-щ\\-\щ\*А, (4)

в таком виде функционал F определен на всем энергетическом
пространстве НА и достигает минимума при и = и0.

Элемент и0, вообще говоря, не принадлежит исходному

пространству Я, но он принадлежит пространству НА, и величина

\и0\2А существует и конечна; с физической точки зрения это

допускает такое истолкование: состояние, описываемое элементом

Uq, имеет конечную энергию. Это дает повод назвать элемент и0

обобщенным решением с конечной энергией, или просто
решением с конечной энергией для уравнения (1).

Если исходное пространство Я сепарабельно, то

энергетическое пространство НА также сепарабельно, и решение с

конечной энергией можно представить в виде ортогонального ряда,
аналогичного ряду (6) § 14. Пусть {соп} — система, ортонормиро-
ванная и полная в НА. Тогда

оо

Но [и0, <оп]а » fan, и0]А = /соп и

оо

Щ = S /юя • юя- (5)
>г—1

Это и есть искомое представление. Если шпеОд, я = 1,2, ...,

то /о)п = (f, con), и мы приходим к представлению

00

Ц) = 2 (f• «О <»„, (6)
/1=1

которое по форме тождественно с представлением (6) § 14.

§ 34. Процесс Ритца

Процесс Ритца для только положительных операторов
развивается почти так же, как и в случае положительно

определенного оператора. Пусть уравнение (1) § 33 имеет решение с

конечной энергией, которое обозначим через и0. Выберем
последовательность координатных элементов {фп}> удовлетворяющую
обычным требованиям:

1) фпе=#л;
2) при любом п элементы фь ф2,..., фп линейно независимы;

3) координатная последовательность полна в ЯА.
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Будем искать приближенное решение в виде

п

и выберем коэффициенты ak так, чтобы выражение

F{Un) = \un\2A-2lun

достигало минимума. Это приводит к системе Ритца
п

S [Фь Ф/]А = /Ф/, /« 1, 2, .... л. (2)

Если фп ^ ^а, л=1,2,..., то систему Ритца можно записать

в виде (82) § 17.

Как и для положительно определенных операторов,
справедливы соотношения:

1) \ип-и0\ монотонно стремится к нулю;
2) ККЫ;
3) если координатные элементы подвергнуть ортогонализа-

ции и построить разложение (5) § 33, то /г-е приближенное
решение по Ритцу совпадает с /г-й частной суммой ряда (5) § 33.

§ 35. Эллиптические уравнения
в бесконечной области

Этот вопрос довольно подробно рассмотрен в книге автора
[26], поэтому здесь мы ограничимся некоторыми простейшими
указаниями.

Пусть Q — бесконечная область, расположенная вне одной
или нескольких замкнутых поверхностей, образующих границу S

рассматриваемой области. Рассмотрим уравнение

т

при краевом условии задачи Дирихле

u\s = 0. (2)

Допустим, что коэффициенты Ajk ограничены и что уравнение (1)
невырождающееся. Тогда существуют такие положительные

постоянные \Х0 И (Xi, ЧТО

mm m

Ио2/!< 2Л,(р);д<ц 2/1 (3)
&=1 у, & = 1 /г=1

13 С. Г. Михлин
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где tu t2, ..., tm —любые вещественные числа. Задача (1)—
(2) порождает оператор, который обозначим через А и который
действует по формуле

Аи
jU дх, \Aik дхь /'

за область его определения примем множество функций,
которые в Q имеют непрерывные вторые производные и которые
обращаются в нуль как на границе S, так и в точках,

достаточно удаленных от начала координат. Для таких функций
верны формулы Грина. Оператор А только положительный;
задача (1)— (2) имеет решение с конечной энергией тогда и

только тогда, когда существует вектор g(P) со следующими
свойствами {):

/(P) = divg(P); J|g(P)|2rfQ<oo. (4)

При этом, если щ — названное решение, то

IЩ \\ < С j | g (Р) I2 dQ; С = const. (5)
Q

В формулах (4) и (5) выражение divg понимается в смысле

«обобщенной дивергенции», которая определяется следующим образом (ср.
определение обобщенной производной в § 24). Говорят, что суммируемая функция
f(P) есть обобщенная дивергенция суммируемого вектора g(P), если

справедливо тождество

J / (Р) Ф (Р) «Ю - - J g (P) ■ grad ф (Р) 40, (*)
Q Q

в котором ф(Р) —произвольная функция, бесконечно дифференцируемая
в Q и равная нулю вблизи S и в окрестности бесконечно удаленной точки

(последнее условие ставится, если область Q бесконечная).

Можно указать более простое достаточное условие: если

размерность пространства т>-3, то задача (1) — (2) имеет

решение с конечной энергией при условии

|>|2P(P)dQ<oo; (6)
2

\Р\ — расстояние от точки Р до начала координат. В этом

случае верна оценка

| щ \*А < С, J | Р |2 /2 (Р) dQ; d - const. (7)

1) См. статьи автора [14] и [19].
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Достаточно, в частности, чтобы правая часть уравнения f(P)
была отлична от нуля только в конечной области и чтобы

J>(P)dQ<oo.
Q

Заметим, что это условие достаточно и при т = 2.

Пусть теперь условие (2) заменено условием задачи

Неймана

|S AIk^cos(v9 xf)] = 0. (8)

Оператор задачи и в этом случае только положителен. Условия

(4) остаются необходимыми для существования решения с

конечной энергией; достаточным является требование, чтобы
формула интегрирования по частям

J ufdQ = - j grad и • g dQ + j ugvdS (9)
Q Q S

была верна для любой функции и(Р) из энергетического
пространства, равной нулю во всех точках, достаточно удаленных
от начала; в формуле (9) gv означает проекцию вектора g на

направление нормали v.

Можно доказать, что энергетическое пространство задачи

Дирихле (условие (2)) состоит из функций, которые
обращаются в нуль на S и имеют в Q обобщенные первые
производные, суммируемые с квадратом. Энергетические произведение и

норма определяются формулами
т

[u,v]=\ 2 ^Ж-Ж-^'

т

I'M 2 "»£-£*'• <10>

Те же формулы определяют энергетические произведение и

норму в случае задачи Неймана (условие (8)); в этом случае
энергетическое пространство состоит из всех функций,
имеющих первые обобщённые производные, суммируемые с

квадратом.
Если при условии (2) или условии (8) уравнение (1) имеет

решение с конечной энергией, то это решение можно получить
как элемент соответствующего энергетического пространства,

13*
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реализующий минимум функционала энергии

приближенно это решение можно построить процессом Ритца.
В формуле (11) 1и есть расширение функционала (uj) с

области определения оператора задачи на энергетическое
пространство. В случае задачи Неймана 1и определяется формулой (9):

1и = — f gradи - gdQ+ \ ugvdS;
q s

в случае задачи Дирихле второй член справа исчезает, и

1и= — \ grad и • gdQ.

Если сходится интеграл (6), то 1и можно задать исходной

формулой

lu= J u(P)f{P)dQ,
Q

так как в этом случае последний интеграл сходится для
любой функции из энергетического пространства задачи Дирихле.

Коротко скажем об уравнениях теории упругости в

бесконечной области. Для простоты ограничимся случаем, когда
граница упругой области жестко закреплена. Пусть К = (X, Y,Z) —

вектор объемных сил. Решение с конечной энергией существует
тогда и только тогда, когда существует симметричный тензор

такой, что

J (£L + ё2уу + 81 + Ч\у + 2& + 2gl) dQ < оо

и что справедливы соотношения

д8хх д$ху д£хг

ёхху

ёхУ>

gxZ>

gxy>

ёуу>

gyz,

gxz

gyz

gzz

дх '

ду
l

dz
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В этом случае имеет место обычный принцип минимума

потенциальной энергии (§ 29).
Решение с конечной энергией существует, например, если

нагрузка К = (X, У, Z) сосредоточена лишь в некоторой
конечной области и

j(X2+Y2 + Z2)dQ<oo.

Мы не станем здесь доказывать это утверждение
— сходные

утверждения мы докажем ниже, в §§ 36 и 37.

§ 36. Вырождающиеся эллиптические уравнения
в конечной области

Вырождающиеся уравнения были рассмотрены в § 28, где

были указаны условия положительной определенности

оператора задачи. Здесь мы укажем .условия, при которых этот

оператор только положителен.

Рассмотрим задачу, заданную уравнениями (18) и (19)
§ 28; сохраним допущения § 28 о характере области Q, о

поверхности вырождения и о поведении коэффициента Атт
(формула (20) § 28). Оператор задачи по-прежнему обозначим

через L и сохраним данное в § 28 описание области DL.

Теорема 1. Пусть p(t)^CCft, где С и $ постоянные и

Р > 2. Если существует такая непрерывная функция $(хт),что
г|;(0) =0 и

т-\ т-\

2 л,*(ВД/<+(*«) 2 tl (1)

то оператор L только положителен в L2(Q).
Если u^DL, то легко установить тождество

(Lu, «) = /{ J ^(P)^-^+ Amm(P)(-§^2}da, (2)
о l/.ft-i ^ / * \ ml )

из которого сразу вытекает, что L — положительный оператор.
Остается доказать, что он не положительно определенный, т. е.

что

inf ij*4 = 0. (3)
W#0
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Из неравенства (1) настоящего параграфа и (20) § 28

следует, что

Вырежем из области Q параллелепипед П, определяемый
неравенствами

Р* <**<?*> 1<й<го-1; 0<*w<6,

где /?ft, ft и 5 — постоянные, 6 > 0. Положим

m-i .

ч

щ{х) =

0, х<£П.

Очевидно, ub&DL. Простые вычисления показывают, что при

достаточно малых б

(In* «*) - О Iб6 J ф (*w) dx\ + О (6*+5) - о (б7); II иб |р > £67,

где ft — положительная постоянная, которая не зависит от б.

Отсюда

II "б IP "о(1)"51Го^0»

и точная нижняя граница отношения (3) равна нулю.
Теорема 2. Задача (18)— (19) § 28 имеет решение с

конечной энергией тогда и только тогда, когда:
1) fCP)-divg(P)i);
2) для любой функции u&DL справедлива формула

интегрирования по частям

J u{P)f(P)dQ=- j g.gradudQ; (5)

1) Дивергенцию divg можно здесь понимать как обобщенную (§ 35);
таким образом, если ф(Р)—произвольная непрерывно дифференцируемая
в Q функция, которая тождественно равна нулю в некоторой окрестности
границы области Q, то справедливо тождество

Jftf>)4>(J>)rfQ-- $ g(P)-grad<p(P)dQ.
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3) сходится интеграл

jg-A~lgdQ9 (6)
Q

в котором матрица 4eM/ft||£j£f.
Если обозначить A~lg = ф, то условие 3) можно

сформулировать так: сходится интеграл
пи

где <рь определены из системы

m

2iAtkVk = gi, /=1,2 m. (7)

Необходимость. Если решение ио(Р) с конечной
энергией существует, то можно положить

m

При этом Ф*="*"^г"- Формула (5) совпадает с формулой

энергетического произведения функций и и щ\ она верна, так

как Uo^HL и aeDb1). Интеграл (6) сходится, так как

Достаточность. Пусть условия теоремы выполнены, и

иеЬь. По формуле (5),

л
m

Квадратичный функционал

Q /, k~\

V
*) См. книгу автора [11], § 5.
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неотрицателен, и для него верно неравенство Коши — Буняков-
ского. Отсюда

К». ПК

= M J ]£ft<PfcdQ
Q fe-1

Последнее неравенство показывает, что функционал (w,f),
заданный на множестве DL, ограничен в энергетическом

пространстве; отсюда вытекает

существование решения с

конечной энергией.
Теорема 3. Задача (18) —

(19) § 28 имеет решение с

конечной энергией, если

f(P) = 0 при хт < б, где б —

положительная постоянная, и

*1

fi

0

1

/^~^\
Y Лм \
Л Si

1 1

S'
-

ш Т* ^1

Рис. 12.
С2- \P(P)dQ < ОО.

Пусть u^DL. Тогда во всяком случае u\s„ = 0 и существуют

непрерывные производные -~^- . Поместим область й внутрь

параллелепипеда П (на рис. 12 изображен случай двух
измерений). Доопределим функцию и{Р)у положив ее равной нулю
вне Й. Тогда она будет непрерывной в П; ее первые
производные в П терпят разрыв первого рода на поверхности S"

Имеем

К«, /)12 = | f u(P)f{P)dQf^\j u(P)f(P)dQ?<:
la I К I

< j> (P) dQ | u* (P) dQ = C2 J a2 (P) dQ;

через йб и П6 соответственно обозначены части областей й и П,
в которых хш > б.

Пользуясь тем, что на верхней грани параллелепипеда П
и(Р) = 0, и применяя те же рассуждения, что и при выводе

неравенства Фридрихса (§ 24), найдем, что

\ * (P) da < « \ J (■£)' <т - с; J 2 (|fj««: < - const.
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В области Q6 уравнение (18) § 28 не вырождается; существует,
следовательно, такая положительная постоянная ^о > 0, что

VI л ди ди л I ди V* \\ / ди \2.

Теперь

Окончательно

!(«./)!' /^ '"'•

заданный на DL функционал (и, /) ограничен в энергетическом
пространстве, и решение с конечной энергией существует.

Замечание. При некоторых дополнительных условиях для

существования решения с конечной энергией достаточно потребовать, чтобы при
#т->0 функция f(P) с некоторой определенной скоростью стремилась к нулю.

См. книгу автора [26].

§ 37. Пластинка переменной толщины с острым краем

С естественными изменениями результаты предшествующего

параграфа можно распространить на вырождающиеся

уравнения более высоких порядков. Проиллюстрируем это на примере
упругой пластинки переменной толщины1).

Как обычно, за плоскость (х, у) примем серединную
плоскость пластинки; через S обозначим область, вырезанную
пластинкой из плоскости {х,у). Толщину пластинки в точке (х> у)
обозначим через 2/г(х, у), интенсивность нормальной
нагрузки — через q(x,y), прогиб пластинки — через w{x,y).
Принимая гипотезы Кирхгофа, найдем, как и в § 30, следующее
выражение потенциальной энергии деформации пластинки:

s

(О

') См. Е. В. Маховер [1].
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здесь Е — модуль Юнга, а —постоянная Пуассона; индекс

внизу означает дифференцирование по "соответствующей
переменной.

Обычными средствами вариационного исчисления (ср. § 30)
выводится дифференциальное уравнение равновесия упругой
пластинки переменной толщины:

№wxx)xx + a {h?wyy)xx + a {h?wxx)yy+ {hzwyy)yy+2 (1 - о) (h?wxy)xy=
, ч 12(1 -а2) ,

ч /оч= р{х, У) = —^-g—Lq(x, У). (2)

Выражение в левой части уравнения (2) обозначим для

краткости через /(до).
*

Примем, что область S расположена в верхней
полуплоскости и что часть U контура этой области лежит на оси х (рис. 13).
Допустим, что h(x,y) удовлетворяет неравенствам

Ciya<h(x, y)<;C2ya; cu c2 = const>0, (3)

так что на Z/ толщина пластинки равна нулю; будем называть

U острым краем пластинки. Пусть остальная часть контура,
L", жестко закреплена, так что

dw

wk-= av
= 0. (4)

Условия на остром крае мы

сформулируем несколько ниже; пока

же подчиним их такому требова-
^х нию: если интеграл

J J wJ(w)dxdy

дважды взять по частям, то контурные интегралы должны

исчезнуть.

Дифференциальное выражение /(до) будем рассматривать,
предполагая, что до удовлетворяет условиям (4) и что в

замкнутой области S = 5 + V + S" функции

до, wx, wy9 tihwXX9 Ii/2wxy, h*/2wyy, (hzwxx)x, {h3wxx)yi ...

•■> (hswyy)y, (h3wxx)xx, ..., {h*wyy)yy (5)
непрерывны.

Составим интеграл

(/ (до), до) = J J* до/ (до) dxdy » J J* до {(h*wxx)xx + a {h*wyy)xx +

+ о {h?wxx)yy + {h?wyy)yy + 2 (1 - a) {h3wxy)xy} dx dy.
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Взяв его один раз по частям и приняв во внимание, что

контурный интеграл по L" исчезнет в силу условий (4), получим

(/ (ш), w) = - j J* {wx (h3wxx)x + awx (hzwyy)x + awy {hzwXJC)y +
s

+ wy {hzwyy)y + (1 - a) [wx (hzwxy)y + wy [hzwxy)x]} dx dy -

- J w(x, 0){aPl(x) + p2(x) + (\-o)p3(*)}dx. (6)
и

Здесь мы ввели обозначения

Pl (д) = lim {hzwxx)y, р2(х) = lim {hzwyy)y, ps(x) = lim {hzwxy)x.
y-*Q y->0 y-*0

Простой анализ показывает, что если в неравенстве (3)
а>2/з, то р\(х) = р2(х) =рз(х) =0; если а>1/3, то р\{х) =
= рз(*)=0, a p2(х) произвольна; если а<1/з> то Р\{х)у Р2(х),
Pz(x) произвольны. Поясним это на примере функции р2(х).
Пусть XoeL' и р(хо) = а Ф0. Для определенности пусть а > 0.

Тогда при у, достаточно малых, справедливо неравенство

(hzwyy)y> а/2. Интегрируя, находим

У>0

Деля на А3 и используя неравенство (3), получим wl/y>
> ау1"9а/2с2. Если а > 2/з, то, интегрируя по у> видим, что

wv ТТо"* °°' В0ПРеки предположению; если же а < 2/з, то о;у
может быть и ограниченным.

Если а > 2/з, то в тождестве (6) интеграл по V исчезает; при
этом на функцию w на V не надо накладывать никаких

условий; если же а < 2/з, то поставим условие

o>!L, = 0.
^ (7)

В обоих случаях

(/ (w), w) - - J J {ay* (й3^^ + аш, (h*wyy)x + awy (hzwxx)y +
s

+ wy (hzwyy)y + (1 - a) [wx (h3wxy)y + wy (hzwxy)x]} dx dy.

Последний интеграл опять возьмем по частям. Анализ,
аналогичный проведенному выше, показывает следующее:
контурный интеграл, полученный в результате интегрирования по

частям, исчезает, если а^5- 7з; если а< 1/з, то для этого надо

дополнительно потребовать, чтобы
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И в том, и в другом случае

(J(w), w)= J J h*\w%t + 2aw„wyu + w*y + 2(l-o)wly]dxdy. (9)
s

Выражение J(w) будем теперь рассматривать как оператор,

действующий в пространстве L2(S)\ его область определения Дг
есть множество функций хю{х,у), удовлетворяющих следующим
требованиям:

1) функции (5) непрерывны в замкнутой области;
2) выполнены краевые условия (4);
3) если а < 2/з, то выполнено условие (7);
4) если а < 7з, то выполнено условие (8).
Легко проверить, что оператор / симметричен; из формулы

(9), очевидно, вытекает также, что он положителен.

Теорема 1. Если а > 4/з, то оператор J только

положителен.

Вырежем из области 5 прямоугольник П, определяемый
неравенствами а<Сх^Ь% (Жу^СЬ, и положим

щ{х,у) = \
b a

(0, {х,у)&П.

Очевидно, до6еДг. Простой подсчет показывает, что

II w6II2

и, следовательно, при а > 4/з оператор / только положителен.

Теорема 2, Если а-^4/з> то оператор J положительно

определенный.
Предварительно докажем следующую лемму:

Лемма I1). Пусть функция u(t) вещественной переменной
t удовлетворяет следующим условиям:

1) u(t) и u'(t) абсолютно непрерывны на сегменте [0, 1];
2) Pu"(t) e=I2(0, 1);
3) и{1) = м'(1) =0.

Тогда
1 1

^t*{u")2dt>^^u2dt. (10)

1) См. статью Л. Б. Стефановой [1], где получено более общее
неравенство.
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Пусть функция v(t) абсолютно непрерывна на сегменте

[0, 1], v(l) = 0 и tv'(t) e L2(0, 1). Рассмотрим интеграл

1 1 1

J [At2 (v'f - v2) dt = J (2tv' + vf dt - j (4tvv' + 2v2) dt.

0 0 0

Первый интеграл справа неотрицателен, а второй, как легко

видеть, равен нулю. Отсюда

jV(i/)2rf/>| J v2 dt. (11)
о о

Положим в неравенстве (11) v = tu':

1 1

\t2[{tu')']2dt^\^t2{u')2dt.
о о

Далее,

1 lii

j t2 [{tu')']2 dt = J tA {u"f dt + 2J t4'u"dt + j t2 {u')2 dt,
О 0 0 0

или если второй интеграл взять по частям, то

1 1 1

J t2[(tu')']2dt= J>{и")2dt-2\t2(и')2 dt.
0 0 0

Отсюда
l l

J" t*{u")2dt>^j t2(u'fdt.

Неравенство (11), очевидно, верно и для функции u(t)9 и это

приводит к соотношению (10).
Перейдем к доказательству теоремы 2. Область S поместим

в прямоугольник П, одна из сторон которого лежит на оси х. За

единицу длины выберем длину вертикальной стороны
прямоугольника П, который, следовательно, определяется
неравенствами вида

а<*<&, 0<#<1.
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Ограничимся случаем, когда а>0 — этому ограничению
удовлетворяют все известные упругие среды. По формуле (9) имеем

(/ (oi), w) - j* J* Л3 [а (Д^)2 + (1 - a) (w2xx + 2w2xy + w2yy)\ dx dy >

>(l-o)jjh*w2yydxdy.
s

Воспользовавшись неравенствами (З) и приняв во внимание,

что а-^4/з, получим

(/ (ш), «О > с2 (1 - a) JJ y3ai^tfx dy > с2 (1 - а) J J */4^ ^л: rfy.
5 S

Доопределим функцию w, положив ее равной нулю вне S. Тогда

последнему соотношению можно придать вид
ь 1

(/(ш), ю)>с2(1-а) \ jy4w2yydxdy. (12)
а О

Функция w удовлетворяет условиям последней леммы; по

формуле (10)
1 1

О О

Проинтегрируем это неравенство по х в пределах от а до Ь.
Воспользовавшись соотношением (12), найдем

(/ (w), w)^y2 J J w2 dx dy = y2 J J w* dx dy = y2II ^ IP;
n s

Теорема доказана.

Теорема 3. Если q(х,у) = 0 при у > б, где б —

положительная постоянная, то задача о равновесии пластинки с острым
краем имеет решение с конечной энергией.

Доказательство такое же, как в теореме 3 § 36.



ГЛАВА VI

ПРОБЛЕМА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

§ 38. Задача о собственных числах;
ее связь с задачами о собственных колебаниях

и об устойчивости системы

Коротко напомним понятия собственных чисел и

собственных элементов уравнения или оператора. Пусть дано уравнение

Лы-АВи = 0, (1)

где А и В — некоторые линейные операторы, действующие в

гильбертовом пространстве Я, а X — численный множитель.
Элемент и = 0, удовлетворяющий уравнению (1) при любом Л,
называется тривиальным решением этого уравнения. Значения

X, при которых существуют нетривиальные (т. е. отличные от

нулевого) решения уравнения (1), называются его собственными

числами, а соответствующие им нетривиальные решения —

собственными элементами, соответствующими (или отвечающими)
данному собственному числу.

Если пространство Н функциональное, то собственные
элементы уравнения (1) называются также его собственными

функциями.
Особенно важен случай, когда В есть тождественный

оператор. Уравнение (1) тогда принимает вид

Аи-Хи = 0. (2)
Собственные числа и собственные элементы уравнения (2)

называются также собственными числами и собственными
элементами оператора А. Совокупность всех собственных чисел

оператора называется его собственным спектром.
Если ии u2,...,uk — собственные элементы уравнения

(^отвечающие одному и тому же собственному числу, а постоянные

си с%..., Ск таковы, что элемент с\Щ + с^иъ + ... + CkUk отличен
от нулевого, то этот элемент собственный для уравнения (1) и

отвечает тому же собственному числу. Достаточно поэтому знать

только линейно независимые собственные элементы.

Число линейно независимых элементов, отвечающих

данному собственному числу, называется его рангом. Ранг

собственного числа может быть и бесконечным.



208 ГЛ. VI. ПРОБЛЕМА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

К отысканию собственных чисел и собственных функций
приводят обычно задачи о собственных колебаниях механических

систем. Рассмотрим для примера однородную натянутую

струну длины U которая в состоянии равновесия занимает отрезок
0<#*</ оси я. Поперечные колебания такой струны
определяются уравнением (С2, 163)

д2и 1 д2и
дх2 a2 dt2 *в/7- (3)

Здесь U(x,t)— отклонение струны от положения равновесия в

точке л: и в момент времени /, Г—-натяжение струны и р —ее

масса на единицу длины; предполагается, что на струну не

действуют никакие внешние силы, так что колебания обусловлены
только начальным отклонением и начальным импульсом,

сообщенными струне. Если концы струны неподвижно закреплены, то

С/(0, *)-£/(/, 0 = 0. (4)

Собственными колебаниями струны называют колебания, при
которых отклонение U(x,t) имеет вид

U (x, t) = u {x) ^ corf, со = const.

Подставив это в (5) и (6), находим, что и(х) удовлетворяет
дифференциальному уравнению

- dhildx2 + Ы = 0, К = со2/а2 - ш2р/Г (5)

и краевым условиям

и(0) = и(1) = 0. (6)

По смыслу задачи и(х) Ф0 — в противном случае не было бы
колебаний струны, и задача о собственных колебаниях струны
свелась к задаче о собственных числах и собственных функциях

оператора
—

-т-т ПРИ краевых условиях (6). Если струна

неоднородная, то р
= р(х) есть функция от х. В этом случае задача

о собственных колебаниях струны приводит к тем же краевым
условиям (6) и к уравнению

d2u/dx2 + lp(x)u = 0t (7)

но на этот раз Я, = ю2/Г. Уравнение (7) есть частный случай
d2

уравнения (1), в котором А = —

-^ , а В есть оператор

умножения на функцию f (x)\ оба оператора определены для

функций, обращающихся в нуль на концах струны.
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Рассмотрим еще собственные колебания мембраны. Если

мембрана не подвержена действию внешних сил, то уравнение
ее поперечных колебаний имеет вид (С2, 176)

АТ7__ d2U . d2U 1 d2U /Q4

Пусть мембрана в состоянии равновесия занимает в плоскости

(#, у) область Q, ограниченную контуром S. Если край
мембраны неподвижно закреплен, то

U\s = 0. (9)

Собственные колебания мембраны имеют вид

U{x, у, t) = u(x9 у)™*®t;

их отыскание сводится к интегрированию уравнения

&и + Ы = 09 Я-со2/а2 (10)

в области Q, при краевом условии

«U-o. (ID

Так как необходимо и(х,у)Ф0, то наша задача сводится к

отысканию собственных чисел и собственных функций
оператора— А при краевом условии (11).

Известен еще один класс задач, которые также сводятся

к задаче о собственных числах и собственных функциях. Это
задачи об устойчивости механических систем. Мы не будем
формулировать эту задачу в общем виде, а поясним ее на одном

примере. Рассмотрим изгиб тонкой пластинки, на которую
действуют усилия, приложенные к ее серединной плоскости и

пропорциональные некоторому параметру А,; пусть эти усилия
создают напряжения %ТХ, ХТху, %ТУ. Пусть нормальная нагрузка

отсутствует, и пусть, для определенности, край пластинки жестко

закреплен. Прогиб пластинки определяется (см. § 31)
однородным, так как q(x,y) 5= 0, дифференциальным уравнением

и однородными же краевыми условиями

• U-o, £-|,-о. (13)

Система уравнений (12) и (13) имеет тривиальное решение
w « 0; его наличие означает, что возможна неизогнутая форма

И С. Г; Михлин
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равновесия пластинки. Если Я достаточно мало, именно

[см. формулу (12) § 31] если

\%\<CD/(2Nh), (14)

где N — наибольший из максимумов напряжений Тх, Тху, Ту,
то тривиальное решение единственно и, значит, неизогнутая
форма равновесия единственная; очевидно при этом, что

достаточно малые изменения Я не нарушают неравенства (14) и,

следовательно, не нарушают неизогнутой плоской формы
равновесия, которая тем самым оказывается устойчивой по

отношению к малым изменениям параметра Я. Если же Я не

удовлетворяет неравенству (14), то не исключено, что при некоторых
значениях Я, называемых критическими, уравнение (12) будет
иметь нетривиальное решение, удовлетворяющее краевым
условиям (13). В этом случае возможна, помимо плоской, также и

изогнутая форма равновесия; при значениях Я, близких к

критическому, плоская форма равновесия становится неустойчивой.
В связи с этим делается важным отыскание критических
значений параметра (особенно наименьшего критического значения),
что в свою очередь сводится к отысканию собственных чисел

уравнения (12) при краевых условиях (13).
В общем случае задачу устойчивости сводят к задаче о

собственных числах линейного уравнения, исходя из нелинейных

уравнений данной задачи. Строгое математическое обоснование
такого приема дано в работах М. А. Красносельского [2, 3]. Для
упругих систем такая постановка задачи устойчивости подробно
проведена в книге В. В. Новожилова [1], который, исходя из

нелинейных уравнений теории упругости, приходит к задаче о

собственных числах некоторого линейного уравнения (или системы

уравнений).

§ 39. Собственные числа и собственные элементы

симметричного оператора

Теорема 1. Собственные числа симметричного оператора

вещественны.

Пусть Я0 и фо суть собственное число и отвечающий ему
собственный элемент симметричного оператора А. Тогда

Лф0 = Я0Ф0.

Умножив это скалярно на фо, найдем

Я0 = 04ф0> Фо)/11ф01Р. 0)

Оператор А симметричен, поэтому (Лф0, фо) = (фо, Лф0).Сдру-
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гой стороны, по аксиоме А (§ 2) (ф0, Лф0) = (Лф0, фо). Число

(Лфо, Фо) равно своему сопряженному и потому вещественно;

по формуле (1) Яо вещественно.

Замечание. Собственные числа положительного, а значит,

и положительно определенного оператора положительны. Это

непосредственно вытекает из формулы (1).
Теорема 2. Собственные элементы симметричного

оператора, отвечающие различным собственным числам,
ортогональны между собой.

Пусть Х\ и %2 — не равные между собой собственные числа

симметричного оператора Л, ф! и фг
— отвечающие им

собственные элементы. Тогда

Лф, = Х{уи Лф2 = А,2ф2. (2)

Первое равенство умножим скалярно на ф2 и второе — на фь
Вычитая, получим

Мфь Фг)-(фь ^ф2) = (^1-^2)(Фь Фг)-

Левая часть последнего равенства равна нулю, потому что

оператор Л симметричен; так как еще к\ — %2Ф0, то (фьфг) =0.
Если данному собственному числу отвечают несколько

собственных элементов, то их можно сделать ортогональными,

пользуясь процессом ортогонализации (§ 4). Это позволяет в

последующем считать без оговорок, что совокупность всех

собственных элементов симметричного оператора образует орто-
нормированную систему.

Теорема 3. Система собственных элементов
положительного оператора ортогональна по энергии.

Пусть h и ф1
— собственное число и собственный элемент

положительного оператора Л так, что

Api-Xi<Pif (3)

и ф2
— отличный от ф1 собственный элемент того же оператора.

По сказанному выше ф! и ф2 ортогональны в обычном смысле:

(фь Ф2) = 0. Умножив скалярно равенство (3) на ф2, найдем

(ЛфЬ ф2) = 0, что и требовалось доказать.

Замечание. Часто оказывается, что система собственных

элементов не только ортогональна, но и полна по энергии.

Тогда эту систему можно использовать, чтобы построить решение

уравнения
Au-f (4)

в виде ортогонального ряда, как об этом сказано в § 14.
Пусть система собственных элементов положительно

определенного оператора Л полна по энергии и, в соответствии

со сказанным выше, ортонормирована в обычном смысле.

14*
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Обозначая через фп, я = 1,2,..., собственные элементы

оператора А и через %п соответствующие собственные числа 1), имеем

{О,
пфту

\ п==>т;
\Ят> Ф«] - 0, пФт, Лфл = knq>n.

Умножив скалярно последнее равенство на срп, получим еще

(Лфл, фл) —|флР = Яя. (5)

Равенство (5) показывает, что_элементы фп по энергии не

нормированы. Положив фп
= Фп/V%i получим систему элементов,

ортонормированную по энергии и по предположению полную по

энергии. В соответствии с формулой (6) § 14 решение
уравнения (4) можно представить в виде

оо

«О = 2 (/. *п) Фй

или, заменяя г|зп ее выражением через ф„,
ОО

Разложение (6) в ряд по собственным элементам данного

оператора имеет одно преимущество перед общим рядом (6)
§ 14. Сохраним в каком-либо из этих рядов только N первых
членов и обозначим полученную таким образом конечную
сумму через uN. Если подставить uN в уравнение (4), то, вообще

говоря, левая его часть не будет близка к правой; точнее

говоря, в общем случае нельзя утверждать2), что Аиы д^^-»/. Но

если исходить из ряда (6) и положить

,. - V (ft Ф»)
m

п-1

то AuN->f. Доказательство основано на следующее
утверждении: если оператор положительно определенный и некоторая
система полна в энергетическом пространстве этого оператора, то

она полна и в исходном гильбертовом пространстве3). Это

утверждение применимо к системе фп, п= 1, 2, ..., собственных

1) Если одному и тому же собственному числу отвечает несколько

собственных элементов, то среди чисел Кп будут встречаться равные между
собой.

2) См. ниже, стр. 219, п. 5.

3) Там же, § 12, стр. 58.
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элементов, которая, по предположению, полна в энергетическом

пространстве. Так как эта система еще и ортонормирована, то

любой элемент исходного пространства разлагается в

соответствующий ортогональный ряд. В частности,

оо

f = 2 (/> Ф/г) Ф/г-
/г=*1

С другой стороны,

/1=1

Но фп есть собственная функция оператора Л, отвечающая

собственному ЧИСЛУ Хп, ПОЭТОМУ Лфп = Хпфп И

N

AtlN = 2 (/. Ф/г) Ф/г-
/г=1

Отсюда следует, что AuN-+f. Таким образом, если построить
приближенное решение уравнения (4), исходя из ряда (6), то

при достаточно большом N это приближенное решение
удовлетворяет в среднем уравнению (4) с любой наперед заданной
степенью точности.

§ 40. Энергетические теоремы в проблеме
собственных чисел

Проблема собственных значений при известных условиях
может быть сведена к некоторой вариационной задаче. Пусть
симметричный оператор А удовлетворяет неравенству

(Ли, и) > Л || и |р, (1)

где k — некоторое вещественное число, необязательно

положительное; такой оператор называется ограниченным снизу.

В частности, ограничен снизу всякий положительный оператор,
так как он удовлетворяет неравенству (1) при k = 0.

Если А — ограниченный снизу оператор, то (Аи,и)/(и,и) >
>&. Величина (Аи, и)/ (и, и), будучи ограниченной снизу, имеет
нижнюю грань d. Очевидно, dl^k.

Докажем следующие теоремы:
Теорема 1. Пусть А — ограниченный снизу симметричный

оператор, и пусть d означает точную нижнюю границу
значений функционала

(Аи, и)/{и, и). (2)
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Если существует элемент и0 е DA такой, что

{Аи0, uQ)/(u09 uq) = d, (3)

то d есть наименьшее собственное число оператора Л, а щ
—

соответствующий собственный элемент.

Пусть ц
— произвольный элемент из области DA и t —

произвольное вещественное число. Функция вещественной
переменной /

/,\ = (Л (щ + /ti), щ + /ti)
_

t2 (Аг\, г\) + 2/ (Аир, y\) + (Лц0, щ)
ф УЧ

(«о + 'Л, и0 + tr\) t* (л, л) + 2/ («с, Л) + («о, ио)

достигает минимума при / = 0. Но тогда ср'(0) =0. Вычисляя

<р'(0), легко придем к уравнению

{щу щ) {Ащ, т)) - {Ащ, щ) {щ, л) = 0,

или, если воспользоваться равенством (3),

{AuQ~du0, лНО. (4)

Множество DA плотно в исходном гильбертовом пространстве,
и из формулы (4) следует, что Ащ—duo = 0, т. е. что d и щ—

собственное число и собственная функция оператора А.
Что d — наименьшее собственное число оператора Л,

вытекает из формулы (1) § 39. Действительно, если %\ и щ
— какое-

либо собственное число и ему соответствующая собственная

функция оператора Л, то

%х~(Аии щ)/(щ9 щ)^тт(Аи9 и)/(и, u) = d. (5)

Доказанная здесь теорема 1 сводит задачу о нахождении

наименьшего собственного числа симметричного ограниченного

снизу оператора к следующей вариационной задаче: найти

элемент, реализующий минимум функционала (2).
Дадим этой задаче еще одну формулировку, которая часто

оказывается более удобной. Положим «ф = ы/||и||. Тогда

И + 1-1
и

{Ащ и)/{и, и) = {А^> # (6)
Заменяя опять букву г|з на и, мы можем нашу вариационную
задачу сформулировать так: найти минимум функционала

{Ащ и) (7)

при дополнительном условии

{щи)=\. (8)

Укажем теперь способ определения следующих собственных
чисел
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Теорема 2. Пусть Кх <^Яг^ ... ^кп суть п

непосредственно следующих друг за другом первых собственных чисел

симметричного ограниченного снизу оператора А и Hi, tfe,..., ип
—

соответствующие им ортонормированные собственные

элементы. Пусть существует элемент и = ип+\Ф0, реализующий
минимум функционала (5) при дополнительных условиях

(и, щ) = 0, (и, и2) = 0, ..., {и, ип) = 0. (9)

Тогда «n+i есть собственный элемент оператора Л,
соответствующий собственному числу

К+\ = (Аип+Ь ип+1)'/{ип+ь ип+1). (10)

Это собственное число — ближайшее, следующее за Яп.

Пусть £ — произвольный элемент из области DA определения
оператора Л. Положим

п

Л — С — S (С. и*)и*«

Тогда £ удовлетворяет условиям (9). Действительно,

п

(Л, «m)™(£. О" 2 (£. «ft)("b "m), m= 1, 2 rt. (11)

По доказанному в § 39 и» ортогональны, как собственные

элементы симметричного оператора. Далее, по условию теоремы,
uk нормированы. Поэтому

f 0, кфт,

и, следовательно,

(л> «ш)в(С. "т)-(С. 0 = 0.

Вместе с т] условию (9) удовлетворяет и произведение /т], где
t — любое число, а также и сумма ип+\ + tr\. Функция от t

(A{un+l + tr\), ая+1 + tvi)/(un+l + tr\, un+x + tv\)

достигает минимума при t = 0. Повторяя те же рассуждения,
что и при доказательстве теоремы 1, мы найдем, что

(Аип+1 - K+iUn+u Л) = 0. (12)

Рассмотрим, величину
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По формулам (11) и (12)

(Аип+] — hn+\Un+u £) =
п

= (Л«я+1-^я+ 1"л+1. Л)-21(ИЬ S)(^"»+l-^+ l"n+l. «*) =

/г

= - 2 (ик9 Ъ){Аип+х-\п+хип+и ыл).
Далее,

*=1

04ып+1~А,п+1ип+1» uk) = (Aun+u uk) — Xn+l(un+u uk).
Нетрудно видеть, что это выражение равно нулю.

Действительно, второй член справа исчезает в силу условий (9).
Первый же равен

(Аип+], ик)*=(ип+и Аик).
Но Uk, как собственный элемент оператора А, удовлетворяет
уравнению Auh — %кик = 0. Таким образом, Аик — Ккик9

(Аип+Ь uk) = Xk(un+u uk) = 0.

Отсюда следует, что (Аип+Х —\пНип+и £) = 0.

Здесь £— произвольный элемент плотного множества DA,
поэтому Аип+\—Яп+1«п+1 = 0, т. е. Кп+\ есть собственное число

оператора, а ип+\
— соответствующий собственный элемент.

Остается доказать, что Хп+\ — наименьшее собственное число,

следующее за %п. Пусть Я,' — собственное число оператора А,
большее, чем %п, и и' — соответствующий собственный элемент.

По теореме 2 § 39 и' удовлетворяет условиям (9). Далее, по

формуле (1) § 39

К'-(АиГ, и')Ци\ и')>Я,я+1,
так как Хп+г есть минимум функционала (4) при условиях (9).

Как и в случае наименьшего собственного числа,

нахождение Хп+\ может быть сведено к такой вариационной задаче:
найти минимум функционала (7) при дополнительных условиях

(8) и (9).
Предшествующие теоремы носят условный характер — они

дают способ построения собственных чисел, если

существование их установлено другими средствами. Ниже будет сформу*
лирована теорема, устанавливающая условия существования
собственных чисел у положительно определенного оператора.

Теорема 3. Пусть А — положительно определенный
оператор, действующий в гильбертовом пространстве Н, и пусть
всякое множество элементов, ограниченное по энергетической

норме, компактно в Н. Тогда оператор А:

а) имеет бесконечное множество собственных чисел
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б) соответствующие собственные элементы образуют
систему, полную как в Я, так и в НА.
Доказательство, 1) Положим

фМЧиРЛиИ2, u^HAi (13)

и обозначим через %\ точную нижнюю границу функционала

ф(ы). Очевидно, A,i>y2» гДе Y2 — постоянная неравенства (11)
§ 8. Докажем, что существует элемент ии удовлетворяющий
равенству <p(«i) = h-

По определению точной нижней границы, каково бы ни было

целое положительное число п, можно найти такой элемент

vn e ЯА, что

^1<ф(^Х^ + 1/п.
Очевидно,

lim q>(vn) = Xx.

Функционал ф(и) не изменяется при умножении и на

постоянную. Умножая vn на ||0Я1Г\ можно считать, что \\vn\\ — 1. Но

тогда q>{vn) = \vn\2 и

М^К- (14)

Пусть теперь г\
— произвольный элемент из НА и / —

произвольное вещественное число. Очевидно,

JJ2i±i!lJL -> \

l|ttn + ^llas^Ale
Заменяя квадрат' нормы скалярным произведением
(соответственно, энергетическим произведением) и используя то, что

||yn|| S 1, мы легко приведем последнее неравенство к виду

*2{hl2~MhlH + 2/{K, л]-М0я, ч)} + {|^Р-л,}>о.

Если квадратный трехчлен не меняет знака, то его

дискриминант неположителен. Отсюда

Ilvn9 ц]-h(vn, ц)II<У1лР-Мл1Р VM-h <

<hlVW-V (15)

Пусть |*n|<c = const, а в остальном ч\ произвольна. Из (14)
и (15) следует тогда, что •

[vn, Л1-М0Д, Л)-*^0- (16)

Так как \vnf-+%u то \vn\<C, где С —некоторая постоянная.

Поэтому, если мы положим ц
= vn

—

vm, то | г\ |< | vn\ + \ vm \ < 2С

и, в силу неравенства (16),

[vn, vn
~ vm] - Кх (vn> vn - vm) -^^> 0.
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Меняя местами пиши складывая, получим

I vn - vm I2 - Я, || vn - vm II2 -^^ 0. (17)

Неравенство \vn\<C означает, что последовательность vn,
п = 1,2, ..., ограничена по энергетической норме. По условию
теоремы эта последовательность компактна в Я. Выделим из

нее подпоследовательность, сходящуюся в Я; чтобы не вводить

новых символов, обозначим эту подпоследовательность
по-прежнему через vn. Пусть \\vn — щ\\ -»0. Тогда || vn - vm\\ n% т^00->0.
Из (17) следует, что \vn— vm\ ПгТП+оо>0. Но это означает, что

последовательность vn сходится к некоторому пределу и в НА.
Очевидно, что этот предел также равен uu так что \vn — щ |->0.
Очевидно также, что ||щ || = lim || vn|| = 1 и \щ\= lim | vn| = Ки

так что q>(u\) = k\.
Докажем теперь, что Au\ = %\щ. Переходя в (16) к пределу

при пг+оо, получим

[щ, л] - h (Щ, л) = 0, ч\<= DA. (18)

Найдем элемент, реализующий минимум функционала

[и9 и] - 2 {и, Л,и,). (19)
Как мы знаем, такой элемент является решением (может быть,
обобщенным) уравнения Аи = %\U\. Из равенства (18), в

котором мы заменим букву г\ на и, следует, что последний
функционал равен

[и, и] — 2 [и, их] = | и — щ |2 — | и\ |2.
Отсюда ясно, что минимум этого функционала реализует
элемент щ. Но тогда, как только что было отмечено, этот элемент

удовлетворяет уравнению Ащ = %\U\. Тем самым доказано, что

Х\ и щ суть собственное число и собственный элемент

оператора Л. Из теоремы 1 следует, что hi есть его наименьшее

собственное число.

2) Обозначим теперь через %2 точную нижнюю границу
функционала <р(и) при дополнительном условии (и> щ) = Ъ.

Поскольку это условие сужает класс элементов, на которых
ищется минимум, то ^2>Яь Повторяя с некоторыми
изменениями предшествующие рассуждения, найдем, что %2 есть второе
собственное число оператора А и что этому числу отвечает

нормированный собственный элемент и% ортогональный к щ.

Продолжая этот процесс, построим возрастающую
последовательность собственных чисел К\^.%2^ ... -0,п -*С ...,

которые, очевидно, положительны, и соответствующую им орто-
нормированную последовательность собственных элементов
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3) Докажем, что А,п-*оо. Допустим противное, и пусть

%п <С С = const. По формуле (5) § 39 | ип | =» VK < VC> т. е.

собственные элементы ограничены в совокупности в ЯА. По
условию теоремы последовательность собственных элементов

тогда компактна в Я и из нее можно выделить сходящуюся в Я

подпоследовательность ип^ k=l9 2, ... Тогда

Это, однако, невозможно, потому что собственные элементы в Я

ортонормированы и, следовательно,

К-И»,Р-К-^|. Unh-Und-\Unkf-2(Unk, tlni) + \\Untf^2.
4) Система собственных элементов {ип} полна в НА. Чтобы

в этом убедиться, заметим, что коль скоро собственные

элементы ортогональны в НА (теорема 3 § 39), то %п можно

определить как точную нижнюю границу функционала <р(и) на

множестве элементов, удовлетворяющих условиям

[и, щ] = 0, [и, и2] = 09 ..., [и, иЛ_,] = 0.

Если бы наша система была неполна в НА, то нашлись бы

элементы пространства НА, отличные от нулевого и ортогональные
в НА ко всем ип. Обозначая через Я точную нижнюю границу

ф(и) на указанных элементах, мы нашли бы, что X—

собственное число оператора Л, большее, чем все %п. Последнее
невозможно, ПОТОМу ЧТО Am-*00.

5) Докажем теперь, что система собственных элементов ап,
и =1,2, ..., полна в исходном гильбертовом пространстве Я.
Множество элементов энергетического пространства НА шире,
чем множество DAy которое плотно в Я. Отсюда следует, что

множество элементов энергетического пространства плотно в Я.

Имея это в виду, возьмем произвольный элемент feff и

подберем элемент g^HA так, чтобы ||/ — g\\ < е/2, где е —

произвольно заданное положительное число. Элемент g аппроксимируем
суммой а\Щ + а2и2 + ... + aniin так, чтобы \g — (ахщ + а2и2+ ...

... + апип)| <еу/2, где у
— постоянная неравенства (11) § 8.

Теперь

II f-{alul + a2u2+ ... +antin)\\<\\f-g\\ + g-^Wi <

<!l/-gll + 7 g - 2 atUi <e,

что и требовалось доказать.



220 ГЛ. VI. ПРОБЛЕМА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

Определение. Если оператор обладает свойствами а) и

б) теоремы 3,.то говорят, что он имеет дискретный спектр.

Теорему 3 можно теперь сформулировать так:

Если положительно определенный оператор таков, что

любое множество, ограниченное по энергетической норме,
компактно в исходном пространстве, то спектр этого оператора

дискретен.
Замечание. Теорема 3 верна и тогда, когда об операторе

А известно только, что он положителен. Чтобы доказать это,
нам достаточно будет установить, что из условия теоремы
вытекает положительная определенность оператора А. Допустим
противное, и пусть А только положителен. Тогда существует
последовательность элементов ип е DA сЯ со свойствами

Последовательность чисел \ип\А, имеющая предел, ограничена.
По условию теоремы последовательность {ип} компактна в Я, и

существует подпоследовательность [иПк\ такая, что

Как об этом сказано в начале § 10, lim иПь = 0. Это, однако, не-

возможно, потому что

|Hm«..|-HmK|-l.
Справедлива теорема, обратная теореме 3:

Теорема 4. Если положительный оператор имеет

дискретный спектр, то любое множество, ограниченное по

энергетической норме данного оператора, компактно в исходном

пространстве.
Пусть Л—данный оператор, %п и ип, п = 1, 2, ...,

— его

собственные числа и соответствующие им собственные
элементы, которые мы, как обычно, считаем ортонормированными в

исходном пространстве Я. Система {ип} полна в Н, поэтому
любой элемент mg H разлагается в ряд

оо

и= S (и, ип)ип. (20)
tt=i

Если при этом и е DA, то

Аи = 2 (Аи, ип)ип = 2 (и, Аип)ип = 2 М«. ип) ип. (21)
п=\ гс=1 «=1

Отсюда
оо оо

(Аи, «)= 2 К(и, unf>Xx 2 (и, ип)2 = Я,||«||2. (22)
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Собственные числа положительного оператора положительны

(см. § 39), и неравенство (22) показывает, что оператор А на

самом деле положительно определенный.
Если и^НА, то равенство (20), переписанное в виде

оо

и = 2 Vk (и, ип) uJVKf

представляет собой разложение элемента и е НА в ряд по

системе {uJY~K}> ортонормированной в НА. Отсюда, между
прочим, следует, что

и
оо

|«P-SM«, "«)2- (23)

Пусть теперь МаНА— множество, ограниченное по

энергетической норме:

М<С = const, меМ.

Тождество (23) показывает, что одновременно ограничены и

множества чисел (и,ип)2:

(и, иЛ>2<С2/Л1. (24)

По теореме Больцано — Вейерштрасса 1) из множества М

можно выделить такую последовательность, обозначим ее {ulk},
чтобы существовал предел

ах = lim (ulk, Hj).
fc-»oo

Из последовательности {ulk} выделим подпоследовательность

{u2k} так, чтобы существовал предел

а2== lim (u2ky u2)
fc-»oo

и т. д. Составим теперь «диагональную» последовательность
{ukk} и докажем, что она сходится в Н. Легко видеть, что при
любом п существует предел

lim (ukk, un) = an.
fe-Юо

1) См., например, Г. М. Фихтенгольц [1], гл. III, § 5.
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Обозначим VK(ukk9 un) = a(£K Имеем

оо

«.,** _ и" IP = 2 -jrn «
~ а<?)2 <

<2а7К)-(х"))2+хЬ i «-о2-

я=-1

^+ I
я-АГ+l

Зададим произвольное число е > 0 и выберем N столь

большим, чтобы

1A„+I<e2/(8C2).
Тогда

оо оо

При любом п существует предел

ШаМ = ап1УГп,
и остается выбрать число &о(е) столь большим, чтобы при
k^k0(e) и />^о(е) было

£i(<w-<)2<-
«-I

Теперь
||и**-и"||<е, *, l>k0(s)7

и последовательность {uftfe} сходится в Я. Теорема доказана.

Теорема 5. Если А — положительно определенный оператор
с дискретным спектром, то обратный ему оператор G = А"1

вполне непрерывен.
Пусть фьф2, ..., Фп, ...

— ортонормированные собственные
элементы оператора л и А,ь ta, ..., А,п. ...

—

соответствующие
им собственные числа. Напомним, что А,п-*оо, если я —*оо.

Пусть Ли = /, тогда и = G/. По формуле (6) § 39

01-±^Ч>.
Положим

rt-pjp-b. а-1-±фщ.
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так что G = G' + G". Оператор G' — вырожденный, и нам

достаточно доказать, что норма оператора G" может быть сделана

сколь угодно малой.
Элементы <р& ортонормированы, поэтому

оо

I|G"/IP= ]g ^Г1-. (25)

Как обычно, считаем, что собственные числа расположены в

порядке возрастания. В ряде (25) заменим Xh наименьшим из них

Хп+1, что приведет к неравенству
оо

110"/Р<тг- 2 I Cf, ф*) Р.

или, если воспользоваться неравенством Бесселя,

В этом соотношении знак равенства достигается при / = фп+ь и

постоянную -г нельзя заменить меньшей. По определению

нормы оператора || Gr/ II = "^ > чт° сколь угодно мало при п

достаточно большом.

§ 41. Минимаксимальный принцип1)

1. Пусть А — положительно определенный оператор с

дискретным спектром, действующий в некотором гильбертовом
пространстве Я. Обозначим через Х\, Я2, ..., А,п, ...

собственные числа оператора Л, расположенные в порядке возрастания,
и через И\у и^, ..., ип соответствующие собственные элементы,

ортонормированные в Я. По определению дискретного спектра
система {ип} полна в Я, поэтому если и — любой элемент

пространства Я, то его можно разложить в ортогональный ряд
оо

и=2 апип, ап = (и, ип). (1)
/г«=1

Если одновременно и е НА, то по формуле (23) § 40

UP-2MS- (2)
«=1

1) См., например, Р. Курант и Д. Гильберт [1].
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Формула (2) является основой для нового способа
вычисления чисел Хп- Пусть vu v2, ..., vk~i — произвольные
элементы пространства Я. Обозначим через l(vu v2, ... ,vh-\)
нижнюю грань функционала |w|2 при условиях

со

И«1Р-2а»-1 (3)
И

(и, vx) = {u, v2)= ...
= (и, yfe-i) = 0. (4)

Докажем, что

K{vu v2, ..., Уы)<^ (5)

и что знак равенства в (5) достигается при некотором
специальном выборе элементов vu V2, -.

•, 0ь-ь
Разложим vu v2, ..., vh-i по элементам ип

со

vf=Hbjnun, /= 1, 2, ..., Л- 1. (6)

Условия (4) можно представить в виде

2»/Л = 0, /=1, 2, ..., ft-1. (7)

Возьмем элемент и вида

л?

й=2аяия. (8)

Для такого элемента условия (7) приводятся к однородной
системе линейных алгебраических уравнений

k

2&//га„ = 0, *=1, 2, ..., ft-1, (9)
«-I

относительно неизвестных аи а2у ..., aft, в которой число ft— 1

уравнений меньше числа ft неизвестных. Как хорошо известно,
такая система имеет бесчисленное множество решений, из

которых по крайней мере одно можно выбрать так, чтобы

тогда ||й|| = 1. При этом, в силу соотношений (2),
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Заменяя здесь все Хп наибольшим из них Я&, получим

Таким образом, при некотором выборе элемента и е НА,

удовлетворяющего условиям (3) и (4), а именно при и = и,

имеем \u\2^Xk. Но тогда и нижняя грань величины \и\2 при

упомянутых условиях также не превосходит кк. Этим доказано,
ЧТО X{Vu V2, . .

., l>fc-l)<ta.
Легко доказать, что знак равенства достигается.

Действительно, достаточно положить V\ = фг-, i = 1, 2, ..., k — 1, тогда

условия (6) переходят в условия (9) § 40, с помощью которых
и определяется число А*.

Из сказанного вытекает способ определения собственных

чисел, известный под названием минимаксимального принципа: k-e
собственное число Xh положительно определенного оператора с

дискретным спектром равно максимуму величины X(v\, v2, ...

..., Vh-i) при всевозможных изменениях элементов Vu t>2, ...

..., vk-h В свою очередь l(vu v2, ..., Vk-\) есть нижняя грань
величины \и\2 при условиях (4) и (5).

2. Пусть А я В — положительно определенные операторы,
действующие в одном и том же гильбертовом пространстве Н.

Будем говорить, что Л > В или В^СЛ, если любой элемент

энергетического пространства НА принадлежит также пространству
Нв и справедливо неравенство |и\А^|и|5, ms Ha.

Теорема 1. Пусть А и В — положительно определенные
операторы, и пусть Л > В и спектры обоих операторов
дискретны. Тогда, при любом k, k-e собственное число оператора В не

превосходит k-го собственного числа оператора Л.
Обозначим через %к и \х.и собственные числа операторов Л

и В соответственно. Далее, через h(vu ^2, ..., vu-i) и

H-(0ii02, •
••, ^ft-i) обозначим минимумы величин \и\2А и \и\\

при условиях (3) и (4).
Соотношение А >• В означает, что для любого элемента

w <= ЯА справедливо неравенство |и|л^|«Ь; это неравенство
останется' справедливым, если мы дополнительно подчиним

элемент и условиям (3) и (4). Но тогда, очевидно, и минимумы
величин \и\2А и \и\2в связаны тем же неравенством, т. е.

K(vu v2y ..., vk^)^\i(vu v2t ..., 0ft-,).

Отсюда следует, что и

тахМи,, »2, ••> vk^)>max\i(vl9 v2, ..., vk-{)9

или, что то же, А* '> М*.

15 С. Г. Михлин
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Поясним нашу теорему примером. Пусть даны две упругие

пластинки из одинакового материала и одинаковой толщины,
жестко закрепленные по своим краям. Обозначим через Si и S2
основания пластинок и допустим, что Si целиком укладывается

в S2 (рис. 14); обозначим еще через L\ и L2 контуры областей Si
и S2. Далее, пусть А означает бигармонический оператор,

определенный на функциях,
удовлетворяющих краевым условиям

<ч,=°> -£HLl-0; (10)

точно так же пусть В означает

бигармонический оператор,
определенный на функциях, которые
удовлетворяют условиям

*~х

Рис. 14. Н,-о, £-1-0. (И)

Тогда квадраты частот собственных колебаний пластинок Si и

S2 пропорциональны собственным числам операторов А и В.

Докажем, что А > В. Заметим прежде всего, что

1-е-Я{(4&)"«(№(£)>■

(12)

(13)

причем в первом интеграле до удовлетворяет условиям (10), а

во втором
—

условиям (11).
Пусть до удовлетворяет условиям (10) и сообщает конечное

значение интегралу (12). Тогда шеЯА. Доопределим функцию
до в S2, положив ее равной нулю вне Si. Доопределенная таким

образом функция до удовлетворяет условиям (11) и

принадлежит пространству Яв, причем, очевидно, |до|^ = |до||. В

соответствии с данным выше определением А > В. Теперь из

теоремы 1 следует:

Если две упругие пластинки одинаковой толщины и

одинакового материала таковы, что серединная область одной из них

целиком умещается в серединной области другой, и края обеих

пластинок жестко закреплены, то, при любом k, k-я частота

собственных колебаний меньшей пластинки больше, чем k-я
частота большей пластинки.

Еще проще доказывается, что частоты собственных
колебаний пластинки с жестко закрепленным краем больше соответ-
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ствующих частот колебаний такой же пластинки, край которой
полностью или частично оперт или свободен.

Число таких примеров весьма нетрудно увеличить.

§ 42. Процесс Ритца в проблеме собственных чисел

Пусть Л— ограниченный снизу оператор:

(Аи, и)> k\\ и ||2.

Нахождение собственных чисел оператора А легко сводится к

отысканию собственных чисел положительно определенного
оператора. Действительно, пусть с — любое число, большее \k\.
Уравнение

Аи — Хи = О,

определяющее собственные числа оператора А, перепишем в

виде

Аи — %и = О,

где Аи = Аи + си, X = X + с. Оператор А положительно

определенный, так как

{Аи, и) = (Аи, и) + с(и, и)^(с + k)||и|р,

а с + k > 0. Если Я — собственное число оператора А, то

А, = Я — с — собственное число оператора Л, и наоборот.
Поэтому в последующем мы будем считать, что А — положительно

определенный оператор. Положим

По теореме 1 § 40 d есть наименьшее собственное число

оператора Л, если существует элемент и0 такой, что

d = (Аи0, и0)/(ио> и0)-

Если допустить, что такой элемент существует, то определение
наименьшего собственного числа оператора Л сводится к

определению точной нижней границы функционала (1) или, что то

же, к определению точной нижней границы функционала

(Аи, и) (2)

при дополнительном условии

(и, и)=\. (3)

Покажем, что эту задачу можно решить процессом Ритца.
Возьмем последовательность координатных элементов <рп,

15*
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м=1, 2, ..., подчиненных трем требованиям: 1) фп g DA)
я= 1, 2, ..., 2) при любом п элементы фь ф2, ..., Фп линейно

независимы; 3) система {фп} полна по энергии. Положим

п

Un = 2 ЗДРь

где аи — постоянные коэффициенты. Выберем эти коэффициенты
так, чтобы ип удовлетворяло соотношению (3) и чтобы величина

(Auni un) была минимальной. Дело сводится к тому, чтобы найти

минимум функции п переменных

{АиПУип)= 2 Ифь q>m)akam,

связанных уравнением
п

(Un, "n)= 2 (Фь Фт)йй«т=1-

(4)

(5)

Для решения этой задачи воспользуемся методом
неопределенных множителей Лагранжа (С1, 167). Составим функцию
Ф=(АиПуип)—Х(ип, ип), где X— неопределенный пока

численный множитель, и приравняем нулю ее частные производные
по коэффициентам ат. Это приведет нас к системе уравнений

2 ак [Иф*, Фт) - X (фЬ фт)] = О, т- 1, 2, /г. (в)

Система (6) линейная однородная относительно неизвестных,

которые не могут одновременно обратиться в нуль
— в

противном случае было бы нарушено уравнение (5). Отсюда следует,
что определитель системы (6) должен обратиться в нуль; это

дает нам уравнение для X:

(Лф,, фО-Мфь <Pi) Иф2» Ф1)-Мф2, фО ••• (Мп> <Pi)-M<Pm <Pi)

(Лф,, ф2) -X (фь ф2) (Лф2, ф2) - X (ф2, ф2) ... (Лфш ф2) - % (фт ф2)

(Ми Фп)
- X (фь ф«) (Лф2, фп) - X (ф2, уп) ... (Лф„, ф„) - X (фт фл)

= 0. (7)

Если последовательность {фп} ортонормирована, то уравнение
(7) упрощается и принимает вид

(Лф,, фО-А, (Лф2, фО ... (Лф„, ф,)
(Лфь ф2) (Лф2, ф2)-Я ... (Лф,,, ф2)

(Мь Ф/г) (Лф2, 4>п) (Мп> Ф«)-^

= 0. (8)
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Как было отмечено выше, при любом п элементы фЬ ф2, ..., <рп
линейно независимы; тогда уравнение (7) будет точно я-й

степени, так как коэффициент при (—1)пкп есть определитель

Грама элементов фЬ ф2, ..., фп. Отсюда следует, что уравнение

(7) имеет ровно п корней. Пусть Х0 — какой-либо из этих

корней. Подставив его в систему (6), мы сделаем ее определитель

равным нулю, и эта система будет иметь нетривиальные
решения. Пусть afy k= 1, 2, ..., п, — такое решение. Тогда \ха^\
где |л

— произвольный численный множитель, также

удовлетворяет системе (6). Подставив \ia(g] в (5), мы найдем значение \х.

Заменив теперь обозначение \ка^] на af\ мы можем в

последующем под а^ понимать то решение системы (6), которое

удовлетворяет уравнению (5). Подставив в (6) % = Ко и ak
= af\ мы

получим тождество, которое запишем в виде

2 off» (Ар* Фи) = \ £ af („„ Фт), т = 1, 2 п. (9)
Я—1 «=1

Умножим его на af® и просуммируем по всем га. Мы получим

тогда

ь
£

i
(Ар4, Фт) ofeff - X0 £ (ф„ Фт) «>.

В силу уравнения (5) правая часть последнего равенства
равна ко; левая его часть равна (Аи®\ и^), где

«?-£«ГЧг
я=1

Таким образом,
\,=очо).<0))- («»

Формула (10) показывает, что уравнение (7) ижеег только

вещественные корни, если оператор А симметричный. Далее,
одна из функций и^ реализует минимум величины (4).
Формула (10) показывает теперь, что этот минимум равен

наименьшему из корней уравнения (7).
С возрастанием п указанный минимум, который мы ниже

будем обозначать через Хп\ не возрастает; в то же время он не

меньше величины d. Отсюда следует, что при п —► оо величина

%{п стремится к пределу, который больше или равен d.

Докажем, что этот предел равен d\ этим будет оправдано
применение метода Ритца в проблеме собственных значений по

крайней мере для того случая, когда дело идет об определении
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наименьшего собственного числа. Введем энергетические

произведение и норму, полагая, как обычно,

[и, v] = (Au, v)\ | и |2 = (Аи, и).

По определению точной нижней границы при любом г > 0

существует функция w'€ DA такая, что («', и!) = 1 и

<*<(Л«', u')<d + e,

или, что то же,

Vd<\uf\<VJ+T.
Так как последовательность <рп(^), п = 1, 2, ..., полна по

энергии, то можно найти элемент u'N вида

N

и#
= 2 &fc<Pft» ^й = const,

так, чтобы | и' — «^ | < ]/e.
Отсюда

_ _

\u'N\<z\u'\+yz<VI+l+V*
или

(Au'N, u'n)<(VJTb+V^)2.

Из (1) следует, что ||^-«'|<^L\u'N-u'\<y j
. Отсюда

Mivl^Hu' II"" V8/d — 1 "" V^ld и, следовательно,

где т) стремится к нулю вместе с е. Далее, Я^ есть минимум

выражения вида (AuNf uN) /(uNi uN), a^ = 2 я*Фь поэтому, в

частности,

ci^an ^-7-7—т-ч-^^ + Л*
(%, «at)

Если rcv>iV, то uS^XJv, и, следовательно d^Xn^d + Tj.
Последнее неравенство показывает, что

lim ^0) = d, (11)

что и требовалось доказать.
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Займемся теперь определением следующих собственных

чисел. Чтобы получить приближенное значение второго
собственного числа, будем искать минимум скалярного произведения (4)
при дополнительных условиях (иП) ип) = 1 и

(<U„)= J (Ф*,ФтКЧ = 0, (12)

п

где и^ = 2 ak)(Pk ecTb приближенное значение первой нормиро-

ванной собственной функции оператора А. По методу Лагранжа
составляем выражение

(Аип> 0~AK> О-^К' ип])

и приравниваем нулю его частные производные по а^ Это

приводит нас к системе

2 К [0Ч> ф«) - % К ф»)] - и (я>*. ф») «П - °- (13)

Обе части уравнения (13) умножим на а*® и просуммируем
по т:

Д^К ф-О-Чф* f»)]-^S ,«Рв2(ф*. фт)=°- О*)
ft, /Я«»1 ft, #1 = 1

Вторая сумма, как нетрудно видеть, равна (и®\ и£>)=1.В
первой сумме заменим индекс т на k и обратно и будем
суммировать сперва по &, затем по т. Мы приведем тогда первую сумму
к виду

2аи£«И('Ч..Ф*)-Чч>«.Ф*)Т О*)

Внутренняя сумма равна

2аГ[(Ф,МФт)-Чф*'Ф.)]

или, так как оператор А симметричный,

Д«п(Лф*.Фт)-ЧФ*. фд«-•1
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В силу уравнений (6), которым удовлетворяют числа af при

X = A,(P)f последнее выражение равно

w?-*) |,«m. фл-№-*)(;§«рф*. фя)-

Выражение (15) принимает вид

I? - X) £ «ж (Фж. О - (*? - X) («„ к<°>),

что равно нулю в силу (12). Теперь из (14) следует, что jn
= О,

и система (13) совпадает с системой (6). Отсюда, как и выше,

заключаем, что искомый минимум равен Я, которое является

корнем уравнения (7). Нетрудно видеть, что на этот раз нужно
взять второй по величине корень указанного уравнения.

Аналогично можно строить приближенные значения

следующих собственных чисел; все они суть корни уравнения (7).
Вопрос о сходимости приближенных значений последующих

собственных чисел к их точным значениям будет исследован

ниже, в § 94.

§ 43. Другая форма процесса Ритца;

случай естественных краевых условий

Пусть по-прежнему А — положительно определенный
оператор, действующий в гильбертовом пространстве Я. Наименьшее
собственное число (если оно существует) этого оператора
определяется, в силу теоремы 1 § 40, формулой

*,,_ mf 1*ь*, О)

что можно представить еще и в таком виде:

Отношение в формуле (1) имеет смысл только для элементов

из области определения оператора Л, тогда как в формуле (2)
отношение может быть определено и на более широком классе

элементов энергетического пространства. Докажем, что при этом

точная нижняя граница указанного отношения не меняется, так

что

ь-jaM- (3>
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При расширении множества точная нижняя граница может

разве лишь уменьшиться, поэтому во всяком случае

inf iidl<:x

Обозначим для краткости

|2

и допустим, что б < Яь По определению точной нижней границы,
каково бы ни было число г > 0, можно найти такой элемент

и е Яа, что

6<|й|2/И1Р<б + е.

Отношение | и |2/|| и f не изменится, если и умножить на любую
постоянную, поэтому можно считать, что || и || = 1, и тогда

б<|ы|2<б + е.

Множество DA плотно в энергетическом пространстве, поэтому
найдется такой элемент и' е DA, что \ и' — и \ < е, и,
следовательно, || и! — и || < г/у, где у

— постоянная неравенства (11) §8.
Оценим отношение |и'|2/И ы' II2. По неравенству треугольника

имеем

IttTW |Д| + |ц'-ДП2 <\ У^Гг + Уг}2 _& ,

\\и'\? \ |«1 —В«' —«И / I 1-Ke/Y I

где -л стремится к нулю вместе с е. Выбрав г столь малым,

чтобы было б + т) < %у, мы придем в противоречие с формулой (2).
Но тогда неравенство б < Х\ невозможно, и равенство (3)
доказано. Очевидно, что точная нижняя граница в (3) достигается,
если и = щ, где щ—собственный элемент оператора Л,
отвечающий собственному числу Х\.

Процесс Ритца можно развить и для отыскания минимума
отношения |и|2/||м||2. Для этого выберем последовательность

координатных элементов qpn, п = 1, 2, ..., подчиненных

условиям 2) и 3) § 42; условие 1) § 42 заменим следующим:
1а) фп е ЯА.
Как и в § 42, положим

п
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причем потребуем, чтобы

п

II "Л2 = 2 а*ат(фьФт)=1
k, /71=1

(4)

1"пР= 2 akam [фЬ фт] = min. (5)

Повторяя рассуждения § 42, придем к уравнению

[Ф„ ф!]-Я(ф,, ф,) [ф2> ф,]-Я(ф2, ф,) ... [ф„, Ф,]-Мф», ф,)!
[фь Ф2] -^ (фь Фг) [ф2, Фг] -^ (Фг, Фг) • • • [фп. Фг] - ^ (фп. Фг) _ о.

[фи Ф«]~^ (ф1, Ф») [фг. Фп]-^ (Фг. Ф«) • • • [ф«. Фп]-Я. (ф„, ф„)|
(6)

Заметим, что уравнение (6) совпадает с уравнением (7) § 42,
если координатные элементы выбраны из области DA
определения оператора Л.

Если координатная система ортонормирована в Я, то

уравнение (6) принимает вид

[ф1> <Pll —А, [ф2> ФЛ ••• [ф/г> Ф1]

[фь Фг] [ф2» Фг] - ^ . • • [ф/г> Фг]

[фь Ф/г] [ф2, Ф«] [фя. Ф/г! — *»

= 0. (7)

Отсюда, между прочим, ясно, что в этом случае приближенные
по Ритцу собственные числа А*п, & = 1, 2, ..., п, суть
собственные числа квадратичной формы (5).

Как и в предшествующем параграфе, можно доказать, что

корни уравнения (6) дают приближенные значения собственных
чисел оператора и что при п-* оо наименьший корень уравнения
(6) стремится к наименьшему собственному числу оператора.

Форма (6) уравнения для приближенных значений

собственных чисел приобретает особое значение в том случае, когда

функции, входящие в область DA определения оператора,
удовлетворяют в числе других и естественным краевым условиям.
Как нам уже известно (§ 12), функции из энергетического
пространства этим условиям удовлетворять не обязаны. Отсюда
вытекает такой практически важный результат: если уравнение для

приближенного определения собственных чисел писать в форме
(6), а не в форме (7) § 42, то необязательно заботиться о том,

чтобы координатные функции удовлетворяли естественным
краевым условиям.
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§ 44. Уравнения вида Аи — %Ви = О

Рассматривая уравнение
Аи-ХВи = 0, (1)

будем предполагать, что оба оператора А и В положительно

определенные и что DA составляет часть DB. Для всякого

элемента, входящего в DA, можно тогда двояко определить
энергию, связывая ее либо с оператором А, либо с оператором В.

Мы будем различать эти два вида энергии, говоря об «энергии
оператора Л» или «энергии оператора В».

В настоящем параграфе мы сформулируем ряд теорем,
относящихся к собственным числам и собственным функциям
уравнения (1). Доказательств приводить не будем, так как они почти

дословно повторяют аналогичные доказательства для уравнения
Аи — Ы = 0.

Теорема 1. Собственные числа уравнения (1)
вещественные.

Заметим, что если 10им0-собственное число и собственный
элемент уравнения (2), то

%0 = {Аи0, щ)/(Ви0, и0) = | щ \2J\ щ |*. (2)

Отсюда, между прочим, следует, что собственные числа

уравнения (1) не только вещественные, но и положительные.

Теорема 2. Собственные элементы уравнения (1), отвечаю-

щие различным собственным числам, ортогональны по энергии

оператора В.
Таким образом, если Х\ и ^—различные собственные числа

уравнения (1), а щ и и2
— отвечающие им собственные

функции, то

(Вии и2) = [щ, и2]в = 0. (3)

Как и в § 39, отсюда вытекает, что совокупность всех

собственных элементов уравнения (1) можно считать ортонормиро.ванной
в Нв. В таком случае имеет место

Теорема 3. Система собственных элементов уравнения (1)
ортогональна в НА (по энергии оператора А).
Теорема 4. Пусть операторы А и В таковы, что всякое

множество, ограниченное в НА, компактно в Нв- Тогда

а) уравнение (1) имеет бесконечное множество собственных
чисел 0 < %\ ^ ta ^... ^ %п ^ ..., причем %п -* оо при п —* оо;

б) соответствующие собственные элементы образуют
систему, ортонормированную в HR, ортогональную в НА и полную в

обоих пространствах.
Справедливо и обратное утверждение.
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Теорема 5. Пусть d есть точная нижняя граница
функционала

(Ли, и)/(Ви, и). % (4)

Если существует такой элемент u0j что

(AuQ, u0)/(Bu0t u0) = d,

то d есть наименьшее собственное число уравнения (1), а и0
—

соответствующий собственный элемент этого уравнения.

Теорема 6. Пусть %и ta, •
•., К суть следующие в порядке

возрастания п первых собственных чисел уравнения (1) и

ии и2, ..., ип — соответствующие им. собственные элементы.

Пусть существует. элемент ап+ь реализующий минимум
функционала (4) при дополнительных условиях

(Ви, щ) = 0, (Виу и2) = 0, ..., {Ви, ип) = 0. (5)

Тогда un+i есть собственный элемент уравнения (1),
соответствующий собственному числу

^+1вИИя+1. "n+l)/(fi«ft+l. "я+1>- (6)

Это собственное число — ближайшее, следующее за %п.
Теорема 5 сводит нахождение наименьшего собственного

числа уравнения (1) к следующей вариационной задаче:

Найти минимум функционала (Аи, и) при дополнительном

условии

(Ви9 и)-1. (7)

Точно так же отыскание п + 1-го собственного числа

сводится к такой задаче:
Найти минимум функционала (Аи, и) при дополнительных

условиях (7) и (5).
Мы не будем подробно останавливаться на применении

процесса Ритца к уравнению (1). Укажем только, что

координатные элементы следует подчинить трем условиям, из которых
условия 1) и 2) такие же, как в § 42, а условие 3) таково:

координатная система полна в НА. Уравнения (6) и (7) § 42
заменяются такими:

п

2 ak [(Ащ, фт) - К (Вфь cpj] = 0, m - 1, 2 п; (8)

(Лфь Ф,)-Я(Вфь фг) (Лф2, ф!)-^(Вф2, ф0 ... (Лфт ф,)-МВф/2, <Pi)
(Лфь ф2) - А, (£фь ф2) (Лф2, ф2)

- X (£ф2, ф2) ... (Лфт ф2) - А, (5фш ф2)

(Лфь фи)
- А, (Яфь фя) (Лф2, ф„) - % (£ф2, фп) ... (Лф„, ф„) - К (Ву>п, ф„)

= 0.

(9)
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Условие 1) можно ослабить, потребовав, чтобы фпЕЯА.
Можно доказать, что тогда И(р„£ Нв. Вместо уравнений (8) и (9)
мы получим следующие уравнения:

п

2 ак {[фь ФпЛл - А. (Фь ФтЫ = 0, т = 1, 2, ..., п, (8,)

и

[фЬ Ф1]Л
~ Я fab фЛд [ф2, ф1]л - Я [ф2, ф!]^ . . . [фя, ф1]л ~ Я, [фп, ф!]^ I

[фь Фг1л
~ *• ГФь Фг]^ [фг> Фг]л

~ Ь [ф2» Фг]д • • • [фгс> фг]л - Я [ф„, ф2]в e Q>

' [фь Ф«1л
~ *• [^ь ф«]л [ф2, ф«]л - ^ [ф2, ф«]в . .. [фт ф«]л - А, [ф«, фя]в I

(9,)

Остается в силе замечание о естественных условиях (§ 43).

§ 45. Собственные числа обыкновенного

дифференциального уравнения

В настоящем параграфе будет исследован вопрос о

собственных числах обыкновенного дифференциального уравнения. Мы

рассмотрим подробнее случай уравнения второго порядка,
которое будет изучено при различных типах краевых условий. Для
уравнения порядка выше второго мы ограничимся простейшим
типом краевых условий (см. ниже, формула (28)); краевые
условия иных типов будут рассмотрены в следующем параграфе
для частного случая задачи об устойчивости стержня при
продольном сжатии.

1. Рассмотрим дифференциальный оператор второго порядка

Аи=-£[р(х)£] + г(х)и(х), (1)

где функция и (х) задана на сегменте а 4 х 4 ft.

Будем считать, что коэффициенты р(х) и г(х) подчинены

условиям § 21, в частности,

ь

р(х)>0, r{x)>0, A=j-^y<o0, (2)
а

и что и(х) удовлетворяет1) таким краевым условиям, которые
гарантируют положительную определенность оператора (1).
Поставим задачу о собственных числах и собственных функциях
оператора А.

) См. § 21.
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2. Исследуем сперва более простой случай, когда на одном

из концов сегмента а-*Сх^Ь, скажем, на левом конце,

удовлетворяется краевое условие

а (а)-О, (3)

а на правом конце имеет место условие общего вида

yu'(b) + 6u(b) = 09 (4)

причем у ^ 0> 6^0 и хотя бы одна из величин у и 6 отлична

от нуля.
Для решения нашей задачи полезно будет прежде всего дать

некоторую оценку энергии, определяемой оператором А. Имеем

(см. формулу (5) § 21)
ь

|ир = | (ри'2 + ru2)dx + ^p (ft) u> (&);
а

если y = 0, то последнее слагаемое нужно отбросить. Во всяком

случае оно неотрицательно. Отбросив его, а также

неотрицательное второе слагаемое под знаком интеграла, получим искомую

оценку
ь

\и?>$ p{x)u'2(x)dx. (5)
а

Второй шаг связан с использованием теоремы (см. § 6), в силу
которой оператор Фредгольма, ядро которого квадратично
суммируемо по обеим переменным, вполне непрерывен в L2. Такой
оператор, следовательно, преобразует любое множество,
ограниченное в норме L2, в новое множество, компактное в той же

норме.
Пусть некоторая функция и (х) удовлетворяет условию (3) и

абсолютно непрерывна на сегменте [а, Ь]. Тогда, очевидно,
X

и(х)= J u'(t)dt. (6)
а

Положив

v(x)-vrtrw(x). *о<*.*)-{1/1Ср(0, а5!5^' (7)

можем представить равенство (6) в виде

ь

и{х)= J" /Co (a:, t)v{t)dt. (8)
а
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Можно убедиться, что равенство (8) справедливо, если

функция и принадлежит энергетическому пространству НА

оператора Л, определяемого формулами (1), (3) и (4).
Нетрудно видеть, что интеграл

ъ ь

J \ Ко(х, t)dxdt

конечен. Действительно, из формулы (7) видно, что при
всевозможных значениях х и t из сегмента [а, Ь]

0<Ko(x,t)<llVp¥)>
поэтому

ь ь ь ь

\ \ Ко(х, t)dxdt^j \^щ-^А{Ь-а)<оо.
а а а а

Пусть теперь дано множество функций и(х)у энергетические
нормы которых в совокупности ограничены: \и(х) |^ С = const,
По формуле (5)

ъ

J р (х) и'2 (х) dx < С2,
а

или, если ввести функции v(x) по формуле (7), || v || < С. По
теореме 1 настоящего параграфа множество функций и(х)
компактно. Но тогда выполнено условие теоремы 3 § 40; отсюда

следует, что оператор (1) при краевых условиях (3) и (4) имеет

дискретный спектр.

Сформулируем этот результат более подробно: существует
бесконечно возрастающая последовательность положительных
чисел Xi-^Ae. ..^Яп-^... и соответствующих им функций
и\{х), w2(x), ..., ип(х), ..., удовлетворяющих
дифференциальному уравнению

-1(р^г)+'-»«-^=0 (Q)

и краевым условиям (3) и (4). Функции ип(х) ортонормированы
в обычном смысле:

(и™ Ищ)в un{x)um{x)dx = \ (Ю)
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и ортогональны по энергии

ь

а

(И)

кроме того,
ъ

|ый|2={(р<2 + Гы2)^ + Ар(6)ы2(6) = Яп; (12)
а

система функций ип(х), п = 1, 2, ..., полна как по энергии, так

и в смысле сходимости в среднем.
Может случиться, что функция г(х) принимает и

отрицательные значения. Допустим, что эта функция все же остается

ограниченной: \г(х) | -<с. Тогда оператор Аси = Аи + (с + \)и
удовлетворяет условиям настоящего параграфа. Отсюда следует
существование бесконечной последовательности положительных
собственных чисел %и Я2, ... у оператора Ас. Но в таком случае
оператор А имеет бесконечное множество собственных чисел

Х\ — с—1, >,2—с—1, ..., Хп — с—1, ...; среди них может

оказаться конечное число отрицательных или равных нулю.
3. Пусть теперь оператор (1) задан на функциях,

удовлетворяющих краевым условиям общего вида

<ш' (а) - §и (а) = 0, уи' (Ь) + Ьи (Ь) = 0, (13)

причем а>0, у>0> Р^0> 6>0 и хотя бы один из

коэффициентов р и б отличен от нуля. Пусть для определенности р > 0.

Докажем, что и в этом случае выполнено условие теоремы 3

§ 40, так что оператор (1) и при краевых условиях (13) имеет

дискретный спектр, если только р(а) > 0.

По формуле (5) § 21 в данном случае

ь

| и |2 =\ (ри'г + ru*)dx +1 р (а) ы2 (а) + ± р (Ь) н2 (Ь);
а

отбросив под интегралом неотрицательное слагаемое ги2, а вне

интеграла — также неотрицательное слагаемое —

р {b) u2(b),
найдем, что

ь

\и I2 > J" pu/2 dx + lp (а) и2(а). (14)
а
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Пусть дано множество М функций с ограниченными в

совокупности энергетическими нормами:

|и|^С = const, u^M.

Из неравенства (14) следует

ь

j pu^dx^C2, (15)
а

Напишем тождество
х

и(х) = и(а)+ J u'(t)dt;
а

если воспользоваться обозначениями (7), его можно представить

в виде
ь

и{х) = и {а) + J* Ko(x, t) v (t)dt. (17)
а

В силу неравенства (15) || v || «^ С; можно из множества М

выбрать такую последовательность ип(х), чтобы функции
ь

\ Ко (х, t) vn (t) dt, vn (t) - VpV) "n (t) (18)
a

сходились в среднем. Далее, в силу неравенства (16) значения

|цп(а)| ограничены; по теореме Больцано — Вейерштрасса из

последовательности ип(х)9 п = 1, 2, ..., можно выбрать
частичную последовательность unk{x), Л * 1, 2, ..., такую, что

последовательность иПк(а) сходится. Теперь из тождества (17)
вытекает,, что последовательность {^(х)} сходится в среднем.

4. Обратимся к случаю, который мы пока оставляли в

стороне, и рассмотрим теперь оператор (1) при краевых условиях

и'(a)-a7 (ft) = 0. (19)

Всегда можно считать, что г(х) !> 1 —достаточно для этого

оператор Аи заменить на Аи + си, где с — достаточно большая

положительная постоянная; от этого все собственные числа

16 С. Г, Михлив
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оператора А просто увеличатся на с. При условиях (19) имеем

ь

\и\2= j{pu'2 + ru2)dx. (20)
а

Пусть дано множество М функций с ограниченными в сово- .

купности энергетическими нормами: |w|^C, «sM. Тогда, как

это следует из (20),
ь

jpu^dx^C2 (21)
а

и, так как г> 1,
ъ

Jw2dx<C2. (22)
а

Полагая v (x)= ]/р (х)и' (х), придем опять к тождеству (17); по-

прежнему убедимся на основании неравенства (21) в

возможности выбора такой последовательности функций {ип(х)}9 чтобы

последовательность (18) сходилась в среднем. Докажем теперь,
что значения ип(а) ограничены в совокупности. Обозначая

интеграл в (17) через wn(x), имеем ип(а) = ип(х) —wn(x). Отсюда

u*n{a)<2u*n(x) + 2w%(xyt

интегрируя это неравенство в пределах от а до Ь, найдем
ь ь

К (*> <-Hhr \ ип (*>dx+-dhr I < (*> dx- (23>
a a

В силу неравенства (22) первый интеграл в (23) не

превосходит С2; докажем, что второй интеграл в (23) также ограничен.

Действительно, по неравенству Буняковского
ь ъ

<(*)< \ /CoU, t)dt j vl(t)dt.
a a

По неравенству (21)
b b

\ v*n(t)dt- J P{t)u£ ®dt<<?.
a a

Далее, по формуле (8) 0</Co(*> 0^ l/Vp(0> и потому
b b

a a
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Таким образом, w2n(x)^AC2 и, следовательно,

ь

\w2n{x)dxKAC2(b-a).
а

Теперь
и2п(а)<:2С2/(Ь-а) + 2АС2,

и величины \ип(а) \ ограничены в совокупности. Применяя опять

теорему Больцано — Вейерштрасса и повторяя рассуждения
конца п. 3, убедимся, что из множества М можно выделить

последовательность, сходящуюся в среднем. Отсюда, на основании

теоремы 3 § 40, вытекает, что при условиях (19) оператор (1)
имеет дискретный спектр.

5. Выводы предшествующих пунктов настоящего параграфа
легко распространяются на уравнение

—Ir(p|r)+r(je)"~xp(*)==0' (24)

в котором р(х) и г(х) удовлетворяют условиям п. 1, а р (л:)
удовлетворяет неравенствам ро*^р(*)^Рь где ро, pi—некоторые
положительные постоянные. Для определенности остановимся на

простейших краевых условиях

и (a)-a (ft) «0, (25)

хотя не представляет затруднений рассмотреть условия и

других типов. Уравнение (24) принадлежит к типу, изученному в

§ 44; действительно, оператор Ви = р(х)и положительно

определенный, так как

ь ь

{Ей, и) = Г р (*) и2 (х) dx > ро j и2 {х) dx = р01| и |р.
а а

Чтобы доказать, что уравнение (24) имеет дискретный спектр,
достаточно убедиться, что выполнены условия теоремы 4 § 44.
В нашем случае

ь ь

Iи \2а = J (Р"'2 + ™2) **> Iu 6 e J P"2 dx' (26)
а а

Из формулы (8) следует
ь

УШ«(*)=/ *I (*. О о (0 М, Ki {x, t) = УШКо (*. t).
а

16»
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Так как функция p(t) ограничена, то интеграл
ъ ъ ъ ь

J J K\{x, t)dxdt = J j p (x) Ко (х, t) dx dt

а а а а

конечен, поэтому из каждого множества функций v(x) с

ограниченными в совокупности нормами можно выделить такую
последовательность {vn(x)}9 что последовательность соответствующих

функций [ип (х) Ур (х)} сходится в среднем, или, что то же,

последовательность ип(х) сходится по энергии оператора В. Пусть
теперь дано множество функций и{х), для которых |и|л^С.
Тогда, как это видно из (26),

||и|| = И p{x)u'\x)dx\ <C,
[a J

и, как только что было сказано, из данного множества функций
и(х) можно выбрать последовательность, сходящуюся по

энергии оператора В. Тем самым доказано, что уравнение (24) имеет

дискретный спектр, т. е. что существует последовательность
отличных от тождественного нуля функций ип{х) и

соответствующих им, очевидно, положительных чисел %п, удовлетворяющих
уравнению (24) и краевым условиям (25); функции ип(х) орто-
нормированы по энергии оператора В 1)

К, Um\B = J Р (X) Un (X) Um (X) dx =
0, тфп,

1, т = п,

я ортогональны по энергии оператора А; при этом

ъ

К' Um]A
= \ (Р« + Гитип) dx =

О, тфп,

Хп, т = п.

Мы доказывали дискретность спектра оператора (1) [а также
ъ

уравнения (24)] в предположении, что интеграл —г-г конечен.

а

На самом деле можно доказать дискретность спектра и в более
слабых предположениях. Так, достаточно предположить, что

ъ

Г {x — aydx
остается конечным интеграл -—т^—, при этом в некоторых

а

1) То есть ортонормированы с весом р(х).
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случаях приходится изменять характер краевых условий в точке

х = а. Подробно об этом см., например, статью автора [15].
6. Обратимся теперь к уравнению произвольного четного

порядка:
т

k k

Л-ш,-2<-»"^фм^]-

-*S<-»£[»w£]-o. да

в котором s < т. Будем рассматривать это уравнение при
простейших краевых условиях

и{а) = и'{а)= ... =и("*-1>(а) =

= и (Ь) = и' (Ь) = ...
= и^-ЦЬ) = 0. (28)

Для упрощения рассуждений примем, что все коэффициенты
Pk(x) и pk(x) неотрицательны и ограничены и что рш(л:)>ро,
ps(*)^Po, где ро и ро

— положительные постоянные. В этих

предположениях операторы Л и В в уравнении (27)
положительно определенные '), причем

г
т

l"fi-J S^W(^r)2^. (29)
a k—0

a k—0

Заметим еще, что сходимость по энергии оператора В означает

сходимость в среднем как самих'функций, так и их производных
порядка до 5 включительно.

Докажем, что при перечисленных условиях уравнение (27)
имеет дискретный спектр. Для этого достаточно установить, что

выполняются условия теоремы 4 § 44.

а) Пусть дано множество М функций, ограниченное по

энергии оператора А : |и\А<С, mg M, или, более подробно, •

a k—0

1) См. § 21.
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Тогда
о

к-Зрг) <**<—• I31)
Ро

б) В точке а функция и (я) и ее производные порядка
•<т— 1 обращаются в нуль. Отсюда [С2, 15, формула (23)]

X

«(*) - 7srh)i I(* ~ °m~1 "(m) (0 *• (32)
a

Дифференцируя это k раз, k = 1, 2, ..., s, получим

"(ft) (*) = (W-Ll)! J <* ~ '),B"*~,"(m) WЛ' (33)

Интегралы (32) и (33) подходят под общую форму (6);
достаточно положить

К(х, 0 = (m-fc-1)!
' a^'<*-

0, *<*<&.

Применяя теорему о полной непрерывности оператора Фред-
гольма (§ 6) к интегралу (32), убедимся, что из множества М
можно выделить последовательность ип(х), п= 1, 2, ..., схо*

дящуюся в среднем. Подставим ип(х) вместо и(х) в (33) и

положим там k = 1. В силу той же ^теоремы из

последовательности {ип(х)} можно выделить такую частичную
последовательность {ип\(х)}, /1=1,2,..., что не только она сама, но и ее

первые производные сходятся в среднем. Подставим теперь в (33)
uni(x) вместо и(*), положим J = 2 и опять применим теорему,
упомянутую выше. Продолжая этот процесс, придем к

заключению, что из данного множества М можно выделить

последовательность, которая сходится в среднем вместе со своими

производными порядка до s включительно. Как уже было отмечено,
отсюда вытекает дискретность спектра уравнения (27) при
краевых условиях (28).

§ 46. Устойчивость сжатого стержня

Рассмотрим стержень переменного, вообще говоря, сечения,
сжатого двумя продольными силами величины. Р, приложенными
к его концам. Дифференциальное уравнение изогнутой оси

стержня имеет вид

E-sH'M^)+*-a-°. w
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где Е
— модуль Юнга материала стержня и 1(х) — момент

инерции его сечения с абсциссой х. К этому уравнению следует
присоединить краевые условия, определяющие характер
закрепления концов стержня. Ограничимся здесь двумя типами

закрепления:

1) оба конца стержня жестко закреплены. Допуская, что ось

стержня в неизогнутом состоянии занимает отрезок [0, /] оси х,

имеем в этом случае

У (0) = у (0 = 0, /(0)«/(/)-0; (2)

2) оба конца стержня шарнирно закреплены; в этом случае

у(0) = у(0 = о, /'(он/'(0 = о. о)

Исследование других типов закрепления не привносит
существенных трудностей.

Задача об устойчивости сжатого стержня состоит в

отыскании значений «критических нагрузок», при которых уравнение

(1) имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее
соответственно краевым условиям (2) или (3). Особый интерес
представляет наименьшая критическая нагрузка.

Уравнение (1) подходит под тип (27) § 45; роль параметра Я

играет Р. При этом

*-в-£-(т-3)' *>—■&■■
Нетрудно интегрированием по частям показать, что как при
условиях (2), так и при условиях (3)

\у\2А = (Ау,у)

\у\2в = (Ву, у)

Задача об устойчивости сжатого стержня сводится к задаче об
отыскании собственных чисел (особенно наименьшего

собственного числа) уравнения (1) при краевых условиях (2) или (3).
Случай краевых условий (2), в сущности, разобран в

предшествующем параграфе. Если ни одно из сечений стержня не

вырождается в точку или в линию, так что 1{х) нигде не обращается
в нуль, то существует бесконечное множество критических

о

о
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нагрузок; наименьшая из них определяется формулой
i

j I(x)y»2(x)dx

.,-
= Е • min

\У\1В
Л = min -}% = £• min ?—. ; (4)

J* / (x) dx

минимум ищется в классе функций, удовлетворяющих
условиям (2).

Случай шарнирного закрепления концов можно также

исследовать, опираясь на теорему 4 § 44; наименьшая критическая
нагрузка определяется по-прежнему формулой (4), но на этот

раз минимум можно искать в более широком классе функций,
удовлетворяющих только условиям у(0)=у(1)=0; условия
#"(0) =у"(1) = 0 оказываются естественными. Расширение
класса функций, вообще говоря, уменьшает минимум; отсюда

следует, что при шарнирном закреплении концов стержня
наименьшая критическая нагрузка меньше, чем при жестком

закреплении.
Задачу об устойчивости стержня с шарнирно закрепленными

концами нетрудно свести к отысканию собственных чисел

некоторого дифференциального уравнения второго порядка.
Положим 1у" = и. Функция и(х) удовлетворяет краевым условиям

и(0) = и(/) = 0 (5)

и дифференциальному уравнению

£-S-+f"=°- (в)

Уравнение (6) подходит под тип (24) § 45 при р(х) = Е,

г(х) = 0, р(х) = у. Наименьшее собственное число этого

уравнения по теореме 5 § 44 равно минимуму отношения
1 \

1

Е • и'2 dx \ -j-
dx или, что то же, минимуму функционала

0 / о
1 '

I

Е \ и' dx при дополнительном условии J -j-dx= 1; минимум
о о

ищется в классе функций, удовлетворяющих краевым
условиям (5).

Заметим, что если сечение стержня постоянное, то уравнение
(6) переходит в известное уравнение Эйлера.
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§ 47. Собственные числа невырождающихся
эллиптических операторов

1. В настоящем параграфе будут рассмотрены
дифференциальные эллиптические операторы второго порядка в конечной

области. Распространение на операторы более высоких порядков
не представляет особого труда, как это видно из рассмотренного
в данном параграфе примера бигармонического оператора.

2. Для определенности будем считать, что Q — область

трехмерного пространства. Пусть P(x,y,z) и Q(£, т|, £) —точки
области Q. Рассмотрим некоторую функцию^ u(Q), непрерывно

дифференцируемую в замкнутой области Q = Q + S!) и

равную нулю на S. Вырежем точку Р сферой S8 с центром в Р и

достаточно малым радиусом е так, чтобы вся эта сфера
оказалась внутри Q; оставшуюся часть области Q обозначим через

Qe. Составим интеграл

Г j 1 л лгл tldu д(\/г) . ди д(\/г) ,
ди д(1/г)\<гл

% %

и применим к нему формулу (17) § 7; следует иметь при этом

в виду, что граница области Qe состоит из двух поверхностей,
S и S8, поэтому наша формула будет содержать два
поверхностных интеграла, и мы получим

f (ди д(\/г) ди д(\/г) , ди д(Цг)\;Гк
J \dl дЪ ^

дц дц
+

dl dl )a"Q-

Qe 5 Se

Хорошо известно (это легко проверить и непосредственно), что

Ду = 0. Кроме того, по условию u\s — 0, поэтому первые два

интеграла справа исчезают, и мы получаем

В формуле (17) § 7, которую мы здесь использовали, v означает

нормаль, внешнюю по отношению к области, поэтому нормаль
к сфере S8 направлена к ее центру и

dv dr L
p e2

*

) Как обычно, через S обозначена граница области Q.
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На сфере Se введем сферические координаты 9 и <р, 0^9-^я,
0^ф<Г2я. Тогда dS& = e2smQdQd(p и g = х + е sin 9 cos ф,

tj
= у + g sin 9 sin ф, £ = z + е cos 9. Подставив это в последнее

равенство, приведем его к виду

dq> и (х + е sin 9 cos ф, у + 8 sin 9 sin ф, z + 8 cos 9) sin 9 dQ =

о о

Пди д(Цг) . ди d(\fr) , da a(l/r)\^
~"

J \dl dl
"*"

дц дх\
^

dl dl ) a"'
йе

Перейдем теперь к пределу, полагая е->0. В правой части

равенства это приведет просто к замене области интегрирования
Q8 на Q, левая же часть в результате предельного перехода
примет вид

/( 2Л Я 2Я Я

| J dq> \ и (х, у, z) sin QdQ = u (х, у, z) J dq> j sin 9 dQ =

"0 0 0 0

= 4тси {х, у у z) = 4ки (Р).

Поделив обе части равенства на 4я, получим важную формулу

н/т-
1 [{ди *П/') I

ди д<1'г) |
*Ц d(l/r)\ Q /П

Q

верную, если функция и обращается в нуль на границе
области Q.

Интеграл в (1) естественным образом распадается на три;
нетрудно видеть, что ядро каждого из них имеет слабую
особенность. Так, например,

д(\/г) _

jg —6 x~t J_.
д% г3 г

'

г2 '

здесь функция А(Р, Q) = (x — Q/r ограничена (так как

\х— l\*Cr и потому \А(Р, Q)Kl), а показатель а = 2
меньше числа измерений пространства.

Формулу, аналогичную формуле (1), можно построить и

тогда, когда число измерений пространства не равно 3; в

частности, если Q — плоская область и функция и(х,у) обращается
в нуль на ее границе, то
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Если т > 3, то формула (1) заменяется следующей:
/.
т

и{Р) ZSSM y^^^^dQQ. (U)
2(т-2)ят/2 J ** dU dU rm~2 Q V ~'

Здесь Г — эйлерова гамма-функция, Р и Q — точки т-мерного
евклидова пространства с координатами Хи *2» • •

•» *т и

Si» ?2, ...» 1т соответственно, г — расстояние между этими

точками.

3. Поставим теперь задачу о собственных числах

дифференциального оператора эллиптического типа

т

L»=~ ^lk{A*^) + C» (2)

при условии, что на границе рассматриваемой области Q
выполнено условие и = 0; относительно коэффициентов Ajk и С

сохраним требования § 27, так что оператор L положительно

определенный. В частном случае, когда А^ = 1, А& = 0, / Ф k, мы

получим задачу о собственных числах оператора Лапласа.

Докажем1), что для оператора (2) выполнено условие теоремы 3

§ 40. По формулам (7) и (9) § 27 имеем

т

\u\* = (Lu, «)>Цо| %(jff rfQ.

Полагая для определенности число измерений пространства
т — 3, запишем последнее неравенство в виде

|»^Ш!+(1гГ+(£)>- «>

Пусть дано множество М функций с ограниченными в

совокупности энергетическими нормами: |и|<С, и е М. Из
неравенства (3) тогда вытекает, что

■ *6 I \&\дЪ1 / »^1*о I дц ||
^

V\io II дС II ТЛх0
V

Так как ^ есть ядро со слабой особенностью, а нормы

функций -^г- ограничены в совокупности, если и — любая

функция из множества М, то (см. § 6) из множества М можно

1) Приводимое ниже доказательство дано автором в [12],
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выделить такую последовательность и\п(Р), п = 1,2,..., чтобы
интегралы

т д(\/г)
4я J д\ dl

dQ (5)

сходились в среднем к некоторому пределу. Нормы функций
^~-

ограничены в совокупности, так как ищ^М, и потому, в

силу неравенств (4), —— <;
дц I V\io

'

Как и выше, найдем, что из последовательности и\п(Р)
можно выделить частичную последовательность U2n(P) так, чтобы

интегралы

ди2П д (1/г)
4я J дц дг\

dQ

сходились в среднем; при этом, очевидно, и последовательность

ди2П д(\/г)-Lf
4я J di -^г^'

составляющая часть последовательности (5), также сходится в

среднем
— ее предел совпадает с пределом последовательности

(5). Аналогично найдем, что из последовательности и^п можно

выделить такую новую частичную последовательность — мы

обозначим ее просто через ип{Р), я = 1,2,..., что все три
интеграла

±^^*±/*^*.т14№* <6>
Q Q Q

сходятся, при п -* оо, к некоторым пределам. Но тогда из

формулы (1) видно, что и сами функции ип(Р) сходятся в среднем
к пределу, который равен сумме пределов интегралов (6).
Таким образом, из множества М функций, ограниченных по

энергии, нам удалось выделить последовательность функций ип(Р),
сходящуюся в среднем; на основании теоремы 3 § 40 заключаем

теперь, что при условии u\s = 0 невырождающийся
эллиптический оператор (2) имеет в конечной области Q дискретный
спектр; наименьшее собственное число этого оператора
определяется по формуле
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причем минимум ищется в классе функций, обращающихся в

нуль на границе области и удовлетворяющих равенству

j u2dQ=U

В частности, наименьшее собственное число оператора —А (Д -—

оператор Лапласа) равно минимуму интеграла

/|№
на только что упомянутом классе функций.

4. Задача о собственных частотах изгибных колебаний

пластинки с жестко закрепленным или опертым краем приводится
к задаче о собственных числах бигармонического оператора Д2;

соответствующие собственные функции удовлетворяют краевым

условиям

«1*-°. -w\r°- (7)

если край пластинки жестко закреплен, и условиям

»Ь-0. ^-1^-^= 0, (8)

если край свободно оперт. Из формул (16), (17) и (25) § 30
вытекает, что при обоих условиях закрепления имеет место

неравенство

S

где с — положительная постоянная, равная и при условиях (7)
и (1 —о) /А — при условиях (8); как и в § 30, через S мы

обозначаем область, занятую пластинкой, и через L ее контур.
. Пусть дано множество М функций, энергетические нормы
которых ограничены в совокупности: |до| =^С, до е М. По

неравенству (9)

|| dw/dx || <С/ V7, || dw/dy II < С/ У7;

формула (Ь) показывает теперь, что множество М компактно

в L2(Q). Из теоремы 3 § 40 вытекает тогда, что как в случае
жестко закрепленного края, так и в случае свободно опертого
края бигармонический оператор имеет дискретный спектр.

5. Сделаем теперь следующее замечание. Обозначим
оператор Д2 при условиях (7) жесткого закрепления через Л, а при
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условиях (8) свободного опирания
—

через В. По формуле (21)
§ 30 имеем

Далее, по формуле (16) § 30

\®\2А= j j WX+?<y+Ky)dxdy- <П>
s

Если выполнены краевые условия (7) настоящего параграфа, то

правая часть равенства (6^ § 30 обращается в нуль. Имея это

в виду, умножим упомянутое равенство на —2<т и сложим его

с равенством (11); мы убедимся тогда, что величину \w\*
можно вычислять и по формуле (10).

Второе из условий (8) естественное. Поэтому функции из

энергетического пространства НА подчинены двум условиям

w Is — O» ~1Г~\ =®9 а ФУНК1*ИИ из пространства Нв — только

первому из этих условий. Отсюда нетрудно усмотреть, что все

элементы пространства НА принадлежат и пространству Нв. Кроме
того, как мы выяснили, если w^HAi то |tiy|A= \w\B. В

соответствии с определением § 41 имеем А > В, и из минимаксималь-

ного принципа вытекает следующее утверждение: если

обозначить соответственно через соП) а и соп, в расположенные в порядке
возрастания собственные частоты колебаний пластинки с

жестко закрепленными и со свободно опертым краем, то (Оп.а^
^ CDn, В-

6. Можно доказать, что эллиптический невырожденный оператор в

случае конечной области, удовлетворяющей так называемому «условию конуса»
С. Л. Соболева (см. ниже, § 55), имеет дискретный спектр и при других

краевых условиях, рассмотренных в § 27. Доказательство для этого случая

приведено, например, в книге автора [11].
7. Нетрудно привести примеры дифференциальных операторов, не

имеющих дискретного спектра. Так, недискретен спектр задачи Дирихле для

оператора Лапласа, если область представляет собой внешность замкнутой
поверхности. При некоторых условиях не имеют дискретного спектра
вырождающиеся эллиптические операторы в случае конечной области; см. по этому
поводу статью автора [16].

§ 48. Собственные числа вырождающегося
эллиптического оператора1)

Рассмотрим дифференциальный оператор
т

1) См. статью автора [16].
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в области Q, описанной в § 28; эта область расположена,
следовательно, в полупространстве хт > О, но часть ее границы, S',

лежит в плоскости хт = 0. Как и в § 28, примем допущение о

существовании функции р(хт), удовлетворяющей неравенству (20)
§ 28. Оператор L будем рассматривать при краевых условиях

«ls» = 0, (2)

и, если интеграл (21) § 28 сходится,

ы|5, = 0; (3)

S" — часть границы области Q, лежащая в полупространстве
хт > 0. Напомним, что в интеграле (21) § 28 а есть наибольшее

значение координаты хт в Q.

Теорема 1. Если сходится интеграл

а

С tdt

J Р (0
»

о

(4)

то оператор L имеет дискретный спектр.
Доказательство проведем в предположении, что интеграл (21)

§ 28 сходится; общий случай описан в статье автора [16].
а) Обозначим через Я0(Р) наименьшее собственное число

матрицы || Aib(P)\§'lZ?~l и положим

х(0 = 4- inf MP); (5)
cl PsQ

xm>t

здесь С\ — постоянная, входящая в неравенство (20) § 28.

Очевидно, х(0 > 0, если / > 0.

Поместим Q в параллелепипед П, определяемый
неравенствами

Pi^Xi^qj, 1</<т —1; 0^хт^а.

Введем в рассмотрение оператор L0, действующий в пра
странстве Ь2(П) по формуле

£Г, *** 9xm\ дхт)

за область' его определения примем множество функций,
удовлетворяющих следующим условиям (ср. § 28):
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1) функции
ди д2и .

..^- 1 / \
ди д I / ч ди \

непрерывны в П;

2) на границе параллелепипеда и = 0.
Из теоремы 1 § 28 следует, что оператор Ц положительно

определенный.
б) Докажем, что спектр оператора Ц дискретен.

Собственные числа и собственные функции этого оператора

удовлетворяют уравнению
m-l

%(Хт)%^+^(р(Хт)-^) + Ьи = 0 (7)
£Г, дх1 дхт\ дхт)

и равны нулю на границе параллелепипеда. Решения

уравнения (7) будем искать в виде

u(x) = v(xm)J{sm V{X1 /k); (8)

условия на боковой поверхности параллелепипеда при этом

оказываются выполненными. Функция v(t), t = xm удовлетворяет

уравнению
, г ,1 т— \ 2

и краевым условиям

у(0) = и(а) = 0. (10)

По доказанному в § 45 спектр оператора задачи (9) — (10)
дискретен; собственные числа и собственные функции этого

оператора зависят от значков п\, яг,. •
•, ftm-ь поэтому их естественно

обозначить через К1п2...пт_1пт и Vnln2...nm_lnm(t)t nm = 1,2,....

При фиксированных пи п2,..., nw-i система собственных

функций полна в L2(0, a). *

Очевидно, функции

unini...nJP) = vnini...nJxjJ\smnk2X_pPkk) (ID
fe-1

ft *

суть собственные функции оператора L0, соответствующие
собственным числам Цяа...Л|11, пьп2, ...,пт= 1,2,.... Нетрудно
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видеть, что система (II) полна в L2(I1). Докажем, что

собственные числа knin2...nm сгущаются только на бесконечности.

Прежде всего заметим, что названные числа не убывают при

возрастании любого из индексов пи^2,...,пт-\
— это прямо

вытекает из минимаксимального принципа. Ясно также, что они

не убывают и при возрастании индекса пт. Допустим теперь, что

числа К1п2...пт имеют точку сгущения не на бесконечности.

Тогда существует последовательность X щ а) <*>, сходящаяся
п\ п2 '"пт

к конечному пределу:

i+ oo п\ п2 "ttlm u

Могут встретиться два случая.
1. Индексы п$ не ограничены в совокупности. Выбрав

подпоследовательность, можно считать, что п$ ^^оо. Но

1 2 /72—1 /72 • ' * ' fit

и первый случай невозможен.

2. Индексы п{£ ограничены в совокупности. Выбрав
подпоследовательность, можно считать, что /г$ = nm

= const. Теперь

lim *,(«(« ц) =Я0<оо. (13)

Обозначим для краткости

K(i)n(i) n(i) n =V VnMnW n(i) n
(0 = ^(0-nl n2 •••nm-\nm nl n2 tttnm-\nm l "

Имеем

A-l

Умножим это равенство скалярно на функцию о* (/), которую мы

считаем, как всегда, нормированной в L2(0, a).
Первый интеграл справа возьмем по частям. Приняв во

внимание условия (10), получим

а т а

K'=JPW {ltrfdt + п*-S (f/(?» ~ Р*)2) J * (0 о? (0 Л. (14)
0 k=\ 0

17 С. Г. Михлин



258 ГЛ. VI. ПРОБЛЕМА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

Из формулы (13) вытекает, что оба члена справа в (14)
ограничены. В частности,

!>»№ЛЛ2Л<С = const.
'

(15)

Оператор —

-тт- (р (t) -~\ при условиях (10) имеет дискретный

спектр (см. § 45); неравенство (15) означает, что в

энергетической норме этого оператора функции и*(0» * в 1, 2,...,
ограничены в совокупности. В силу теоремы 4 § 40 множество этих

функций компактно в £г(0,а). Выделим из этого множества

сходящуюся последовательность v\ , s = 1, 2,..., и пусть в смысле

сходимости в L2(0, a) lim vt (t) = v (t). Тогда

С* M"

Hm fx«)o? d)dt= fx (Об2 (/)<*/• (16)
S->ooo

Второе слагаемое в (14) справа ограничено, а из чисел п$
хотя бы одно стремится к бесконечности, поэтому необходимо

и

lim {%{t)vUt)dt-0.
i+ oo J

l

Из соотношения (16) следует теперь, что v{t) = 0. Но это

противоречит тому, что

а а

f v2{t)dt= lim [v\ (t)dt=l.

Итак, соотношение (13), а с ним и соотношение (12),
невозможно. Этим доказано, что оператор L0 имеет дискретный спектр.
В силу теоремы 4 § 40 всякое множество функций из

энергетического пространства Я^0, ограниченное в норме этого

пространства, компактно в L2{Q).
в) Пусть теперь М — множество функций, принадлежащих

энергетическому пространству HL оператора (1) — (3) и

ограниченных в норме этого пространства, так что

|"И{ s ^ж-^+А-Ш\ай<с=соп^ (17)
а I /, *-1 ' * \ mi )
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Под знаком интеграла (17) заменим сумму меньшей величиной

m-l

•*w S(^)2.
а коэффициент Атт—меньшей величиной Cip(xm). Это приведет
нас к неравенству

Г «1 — 1

a L fc=i
m

dQ<- (18)

Доопределим функции множества Aff положив их равными

нулю вне Q. Нетрудно доказать, что доопределенные таким

образом функции принадлежат пространству #l0. Неравенству (18)
можно придать вид

г m_1

J[*w2(£y+'uj(£r dQ<-

или короче Iwl^^C/Ci.
Таким образом, множество М ограничено в норме Н^. Но

тогда оно компактно в L2(Q). По теореме 3 § 40 оператор L
имеет дискретный спектр.

Точно так же доказывается дискретность спектра
оператора Z/, определенного соотношениями (1) и (2) настоящего

параграфа и соотношением (24) § 28.

§ 49. Устойчивость сжатой пластинки

1. Будем рассматривать изгиб пластинки, в плоскости

которой действуют напряжения TXt Txy, Ту. Будем считать эти

напряжения сжимающими, понимая под этим, что в любой точке

пластинки главные нормальные напряжения Т\ и Т2 сжимающие:
Т\ < 0, Т2< 0. Мы допустим также, что как Т\, так и Т2 всегда

остаются по абсолютной величине больше некоторой
положительной постоянной Г0, так что

г,<-г0, г2<-г0.

В § 31 было отмечено, что выражение

1х\ дх ) ' ll *У дх ду

dw dw , т
( dw \2

17*
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инвариантно относительно поворота координатных осей;
повернув оси координат так, чтобы они совпали с главными осями

напряжений, найдем

т (ЁЕЛ2мот —E^Ljl.t (^ \2 —1 * \дх ) ~*~ ху дх ду
~*° L

У \ду )
~~

Выражение

также инвариантно относительно поворота осей, отсюда

/ dw У , ( dw \2
_

/ dw \2 /дха>у
[dxtj + \dxt) \дх ) + \ду) •

и окончательно

Будем предполагать, что край пластинки жестко закреплен:

wli-О, ^|л = 0. (2)

Неравенство (1) вместе с формулами (4) и (9) § 31 показывают,
что оператор —Т положительно определенный.

Допустим теперь, что напряжения, оставаясь сжимающими,

изменяются пропорционально некоторому параметру А,, который,
следовательно, должен быть положительным. Как было
выяснено в § 38, потеря устойчивости пластинки возможна при тех

значениях А,, которые служат собственными числами

уравнения (12) § 38; если ввести обозначение

Гш^=--~7Ъ, (3)

то это уравнение можно записать в виде

S^w-lfw^O. (4)

Заметим, что оператор Т положительно определенный.
Докажем теперь, что уравнение (4) имеет при условиях (2)

бесконечное множество положительных собственных чисел.

Отсюда будет следовать, что существует бесконечное множество
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значений параметра, при которых пластинка с жестко

закрепленным краем теряет устойчивость.
Уравнение (4) подходит под общий тип уравнений § 44, если

положить А = Д2, В = Т. Мы докажем наше утверждение, если,
в соответствии с теоремой 4 § 44, докажем, что всякое

множество, ограниченное по энергии оператора Л, компактно в смысле

сходимости по энергии оператора В.
В § 30 было установлено [формула (16)], что

Далее,

Iw 1| — {Tw9 w) = —

-|j (7>, w).

По формуле (10) § 31 имеем теперь

S

где N обозначает наибольший из максимумов величин \ТХ\,
\Т*у\, \Ту\.

Пусть теперь дано множество М функций, удовлетворяющих

условиям (2), и пусть | w \А < С, если aieM. Из формулы (5)
легко заключаем тогда, что

S

Из условий (2) вытекает, что

Пусть А, как обычно, означает оператор Лапласа. Рассмотрим
положительно определенный оператор —А, заданный на

функциях, которые обращаются в нуль на контуре L Из (9) видно,
%я dw dw *

что если w е М, то
-^-

и
-у- входят в область определения

оператора —А, а неравенства (7) и (8) показывают, что эти

производные ограничены в совокупности по энергии этого оператора.
Из результатов § 47 следует тогда, что множества производных

-0—
и -— компактны в L2(Q). Таким образом, из множества М

\
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*

можно выделить такую последовательность wn, гс = 1, 2, ..., что

dwn dwn
соответствующие последовательности -^~

и -~^ сходятся в

L2(Q). Но тогда

п, т-»оо

Теперь из неравенства (6) следует, что

i 19 ^ 2NhWh Г Г f (dwn dwmy ,
/ d»« dwm \21

Q n
5" J J lbr~"ar] +Ь^-^г) r5^"1^ °>

а это означает, что последовательность wn,n= 1, 2, ...,

сходится по энергии оператора В, и наше утверждение доказано.
Наименьшее критическое значение параметра К можно найти

как минимум интеграла (5) при условии

Минимум ищется на множестве функций, удовлетворяющих
условиям (2) жесткого закрепления края. Используя теоремы
вложения С. Л. Соболева [2], можно доказать существование
бесконечного множества критических значений параметра и при
других обычно встречающихся условиях закрепления края.

2. Рассмотрим теперь более общий случай. Допустим, что в

некоторой точке пластинки хотя бы одно из главных

напряжений — сжимающее, и докажем, что тогда уравнение (4) имеет

и положительные собственные числа. Отсюда будет следовать,
что при увеличении параметра пластинка может потерять
устойчивость. Обозначим оператор Д2 при краевых условиях жесткого

закрепления через Л. Докажем, что оператор Р = А~1Т вполне

непрерывен в ЯЛ. Пусть М — множество, ограниченное в НА\

|ы|<С, ие=М.
Это значит, что

и
S

В таком случае множество ТМ ограничено в L2(S): если mgM,
то
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Оператор Л"1 вполне непрерывен в L2{S) и переводит
множество ТМ в компактное: можно выделить из М такую
последовательность {ип}, что

Теперь

| Рип - Рит |2 - [Л"1? (ип - им\ Р (ип - ит)\ =
= (Т (ип - им)у Рип - Рит) < Ц Тип - Гыт || • || Рип - Рыт || <

Таким образом, оператор Р переводит множество М,
ограниченное в НА, в множество РМ, компактное в том же

пространстве. Это значит, что оператор Р вполне непрерывен в НА.
Оператор Р также симметричен в НА, так как, в силу

симметричности оператора Т в L2(5),

[Pwu w2] = [A~lfwu w2] = (fwu w2) = (wu fw2) = [wb Pw2].

Уравнение (4) равносильно следующему:

w-kPw = 0. (И)

Пусть 7*1, Т2— главные напряжения, и пусть Т\ < 0 в

некоторой точке области 5. Тогда найдется такая окрестность S'

упомянутой точки, в которой Т\ <—а, где а = const > 0. Имеем

[Pw, w] = (fw9 w) = —

-p(Tw, w) =

- - 4 Я (т*<+2г»«,<»»+г,»э <<* <*» -

S

X\,*2—.главные направления.
Возьмем функцию w(x, у) е С<2>(а5), тождественно равную

нулю вне S'. Тогда

i*...!—&ЯМ£),+Ч&)"]**- (12)
S'

Возможны два случая. Если в области S' напряжение Т24^0, то

[Pw, ш]>0, причем существуют функции, на которых [Pay, w]>0.

Тогда sup |^'|2 >Q> как °б это сказано в § 6, среди
собственных чисел оператора Р есть положительные, и наше

\
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утверждение доказано. Если же в S' найдется точка, в которой
^2 > 0, то в такой точке Т\ ф Т2\ это неравенство выполняется и

в некоторой окрестности S" указанной точки. В таком случае в

каждой точке упомянутой окрестности главные направления, как

известно, определяются единственным образом, и траектории
главных напряжений образуют правильную сетку. Возьмем

функцию w{xt у) равной нулю вне S" и в интеграле (12) введем Х\ и

х2 в качестве криволинейные координат. Положим
п , у\ = /

I LJ \Xi, Х4) |

и обозначим образ области S" в плоскости (хи х2) через а.

Теперь

1йр,.^—4Я[г-(ж),+г'(^Л'*"**•
а

Уже было сказано, что Т\ ^—а. Пусть еще Т2^С^, где р —

некоторая положительная постоянная. Тогда

.11*;-i>i я [•(^-"•(•ёл'*-■**• <,з)
а

Поместим начало координат внутри а. В области о выделим

эллипс хуа2 + xyb2= 1 и введем координаты р, 6, полагая

хх
= ар cos 9, х2 — fep sin 0.

Эллипс возьмем столь малым, чтобы в нем было / = /0 + т),
где /о = const, а г]

— достаточно малая величина. Пусть еще

а/а2— р/62 > 0. Возьмем функцию до равной

Если

до =

точка

dw

dxi
~"

Кроме того,

Го
<X-i,-Jt2)
6р(р2-

D3 внутри эллипса,

вне и на границе

лежит внутри эллипса,

а

cos 6 dw 6p (p
9

дх2
~

эллипса.

то

2-l)2sin9
Ь

dx\dx2 = abpdp dQ.

Теперь по неравенству (13)
1

!(Т—|r)-fl4l(^ + £); c = const>0

2я

I n rnc2 ft ft ej„-2 ft \

0

^ SnabhJ0 ( a

bD
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Полуоси а и Ь можно выбрать так, чтобы было а/а2 = 2р/62.
Отсюда видно, что выражение [Pw, w] принимает и

положительные значения, и, следовательно, среди собственных чисел

оператора Р есть положительные. Наше утверждение доказано
полностью.

§ 50. Собственные частоты пластинки с острым краем ')

Сохраняем предположения и обозначения § 37. Уравнение
колебаний пластинки имеет вид

(^^xx)xx + ^(hswyy)xx + a{h3wxx)yy+(h^wyy)yy + 2(1- o){h?wxy)xy -

_ 12(l-G2)y , d*w
. m~

• E
П

dt2 ' V?

здесь у
— плотность материала пластинки.

Положим w = и (х, у)еш\ где со — частота собственных
колебаний пластинки. Это приводит нас к следующему уравнению
для амплитуды и(х,у):

(№ихх)хх + о {h?uyy)xx + a (h3uxx)yy +
+ (h3uyy)yy + 2 (1 - a) {h4xy)xy « Xhu, (2)

где

Я=12(1-<т2)Усо2/£. (3)

Будем считать, что прогиб w удовлетворяет краевым условиям
(4) § 37 и, при соответствующих значениях «показателя

вырождения» а, также условиям (7), (8) § 37. Тем же условиям
удовлетворяет и амплитуда а, так что

4» = lH„ = 0, . (4)

u\L, = 0, 0<a<2/3, (5)

-fj[=0, 0<a<l/3. (6)

Уравнение (2) вместе с соответствующими условиями (4) —

(6) можно записать в виде

J(u)-khu = 0, (7)

где / — оператор, введенный в § 37. Уравнение (7)
принадлежит к типу уравнений, рассмотренному в § 44 с той, однако,

существенной разницей, что операторы Л = / и В— оператор

!) См. Е. В. Маховер [2].
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умножения на ft — могут оказаться не положительно

определенными, а только положительными. Наша задача — выяснить, при

каких показателях вырождения спектр собственных частот, т. е.

спектр уравнения (7), будет дискретным. Мы ограничимся здесь

случаем, когда областьS—-.прямоугольник 0-<х<а; 0^у-*С1\
переход к более общему случаю без особого труда совершается
на основании минимаксимального принципа.

Теорема. Если показатель вырождения а < 2, то спектр
собственных частот пластинки с острым краем дискретен.

Предварительно докажем следующую лемму.
Лемма. Пусть Л, А\, В, В\— положительные операторы,

действующие в одном и том же гильбертовом пространстве, и

пусть А\*СА и В\^-В. Если спектр уравнения

(Л1-ЯВ1)и = 0 (8)

дискретен, то уравнение

(А-КВ)и = 0 (9)

также имеет дискретный спектр.
Пусть М — ограниченное множество в пространстве НА:

\и\А^С9 и^М. В силу соотношения Л1<Л, множество МczНа,
и \u\a ^£» и^М. Спектр уравнения (8) дискретен, а в

таком случае (см. теорему 4 § 40; она справедлива и для

уравнений вида (8) или (9)) множество М компактно в пространстве

Нвг можно выделить такую последовательность {ип} cz M, что

\un — uk\B n ^^О» Теперь из соотношения В^В\ следует,что

\un — uk\B fe^oo-»0, т. е. что последовательность {ип} сходится

в Нв. Таким образом, любое множество, ограниченное в HAi
компактно в Нв\ по теореме 4 §44, уравнение (9) имеет

дискретный спектр.
Переходим к доказательству теоремы. В уравнении (7) А = /,

а В есть оператор умножения на функцию h(x,y). Из
неравенства (3) § 37 ясно, что В -< Ви где через Вх обозначен оператор
умножения на с2уа. Построим еще оператор J\ ^ J. Это
построение мы проведем в несколько шагов.

Обозначим через /о оператор, в который переходит оператор /

при а = 0. Из формулы (9) § 37 легко вытекает, что при а > 0

(1-а)/0</<(1+а)/0; 0°)

при о < 0 неравенство (10) заменяется обратным. Пусть,
например, а>0, тогда (1 — а)/0</. Далее, из формул (3) и (9)
§ 37 ясно, что оператор /о уменьшится, если заменить h(x,y)
на С\уа. Наконец, условия жесткого закрепления вертикальных
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сторон пластинки х = 0 и х = а заменим условиями свободного

опирания:
и U0 = и \х_а = 0; Аи \х_0 = Ли \х_а = 0,

или, что то же,

и
"» ljc=0 V# '^=a

Нетрудно видеть, что такая замена приводит к уменьшению

оператора.
Обозначим построенный таким образом оператор через 70; он

действует по формуле

70 (и) = с\ {{у^ахх)хх + 2 (у*°иху)ху + Ц*и„)п)
и задан на функциях, обладающих определенными
дифференциальными свойствами (см. § 37) и удовлетворяющих условиям
(4) (при у = 1), (5) и (6) (при у = 0) и (11). Из сказанного

выше ясно, что если положить J\ = (1—a)70, то /i-^/о.
В силу доказанной выше леммы нам достаточно установить,

что при указанных краевых условиях уравнение

имеет дискретный спектр.
Для определенности примем, что a > 2/3, тогда условия (5)

и (6) отпадают. Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Собственные функции уравнения (12) при условиях (4) и (11)
будем искать в виде и(х,у) = v(y) sin (птсх/а), где п —

натуральное число; условия (11) при этом выполнены. Функция v(y)
удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

d2 ( oad2v\ 2п2п2 d ( oadv\ . п*п4 *„ а /1Q4

w(y w)—ж-ц[у иг—у v=wv <13>

и краевым условиям

О(1) = и'(1) = 0; (14)

кроме того, v(у) и v'(y) должны быть ограничены при у—*0.
Оператор в левой части уравнения (13) заменим меньшим,

сохранив только первое слагаемое. Мы приходим к задаче о

спектре уравнения

т^-эр)-^ (15>

при сформулированных выше условиях. Пусть G(yt
ц)—функция Грина оператора -j-p [ySa-^-j) и <p(r/) = yal2v (у). Тогда cp(r/)

\
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удовлетворяет интегральному уравнению с симметричным ядром
а

Ф (У) = ^ J #a/V/2G (*/, л) Ф (л) ^1- (16)
о

Функция Грина1) G(y, ц) определяется, как известно,

следующими условиями: она непрерывна вместе с первой
производной по у при 0<#, г|<1, а ее вторая производная по у

непрерывна при О<0,т)<^1. Третья производная по у терпит при

у «= ц скачок, равный ц~га. Наконец, в каждом из интервалов

(О, г|) и (т|, 1) функция G удовлетворяет однородному уравнению

дуЛУ ду>).
U-

Из общих соображений известно также, что функция Грина
симметрична: G(y, г])= G(i\,y). Всем этим условиям удовлетворяет

функция, которая при уКг\ определяется формулой

G(y, л) = А)(л)</ + А(л);

А*(П> " (2-3^(1-За) И8"* + (За " 2) Л + 1 - За],

А^)= - (2-ЗаАз-За) Й»"* + (За - 3) ц + 2 - За],

а при у > л
— по симметрии.

Ядро уравнения (16) суммируемо с квадратом.
Действительно, так как это ядро симметрично, то

11 1/11

J { y°*fG2 (у, л) dy Л) = 2 J ла I J Уа [А0 (л) У + Ах (л)]2 rfj/ Ыт|»
0 0 0 I 0 '

1

- 2 JV [-^J- Al (л) +1^- Л0 ft) Л, (Л) + -J^i- Л? (л)] rfn-
0

При г] > 0 подынтегральная функция непрерывна, а вблизи

т] = 0 она имеет порядок 0(к\7~4а) и потому суммируема, если

7«—4а > —1, или a < 2.

Теперь при a < 2 для уравнения (16) справедлива
классическая теория интегральных уравнений с симметричным ядром, и

это уравнение имеет счетную последовательность стремящихся
к бесконечности характеристических чисел и соответствующую
полную в L2(0, 1) систему собственных функций. Это означает,
что уравнение (15) имеет дискретный спектр. В силу леммы

*) О функции Грина и ее свойствах см., например, М. А. Наймарк [1].
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настоящего параграфа, это же заключение, справедливо и для

уравнения (13). Обозначим его собственные числа через А,п, *,

а соответствующие собственные функции — через vUf л (у). Тогда
числа Яп, к9 n,k = l, 2, ..., суть собственные числа уравнения
(12), и им соответствуют собственные функции vn, и (у) sin (пкх/а).
Легко видеть, что система этих функций полна в L2(ya, 5). Числа
Яп, и сгущаются только на бесконечности — это доказывается так

же, как в § 48, и спектр уравнения (12) дискретен. Но тогда

дискретен и спектр уравнения (7). Теорема доказана.

§ 51. Собственные колебания упругих тел

В настоящем параграфе мы рассмотрим задачу о

собственных колебаниях упругого тела с закрепленной границей и

докажем, что такое тело имеет бесконечное множество собственных
частот. Для упрощения записи откажемся от обозначений § 29
и будем пользоваться следующими обозначениями: Q — конечная

область трехмерного евклидова пространства, S — граница
области Q, Q = Q + S, Р и Q — точки с декартовыми
координатами хи х2, хг и |ь |2, h соответственно. Далее, и — вектор
смещений; составляющие этого вектора по осям Х\, х2, х3

декартовых координат обозначим через ии «2, ы3. Положим еще

1 / ди. duk \

величины Sih равны поделенным на 2 составляющим тензора

деформаций. Составляющие тензора напряжений будем обозначать
через %ih\ они удовлетворяют уравнениям обобщенного закона

Гука
з

tik = 2 ciklmslm = ^£'> (2)

коэффициенты упругости С{ыт подчинены известным

соотношениям симметрии сШт = сШт = cikmi = clmik, так что различных

коэффициентов сШт не более 21. Составляющие напряжений
удовлетворяют известным уравнениям движения

д2и. VI дх.и

V-lF-lnir-K^0' '=1.2,3,

где t — время, у — плотность упругой среды, Ki — составляющие

вектора объемных сил К. Подставив сюда значения т*л из (2),
мы получим уравнения, которым удовлетворяет вектор упругих

\
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смещений. Запишем эти уравнения в виде одного векторного

уравнения

Y2-g- + Au-K = 0, (3)
где

з

i, k, I, m = l
к

x(P) — орт оси Xi. Если среда однородная, то

3

Аи=- £ cmm-^xf>.
i, kt I, m = l

dsU
k

d2u
В случае равновесия -^г

= 0, и мы приходим к уравнению

упругого равновесия а — К (Ъ\

Уравнение свободных колебаний получим, предполагая, что

К = 0, и заменяя и через и{Р)еш. Мы получим тогда

Au-A,u = 0> Х = уа>2. (6)

Оператор А будем называть оператором теории упругости.
Введем в рассмотрение симметричный тензор 1/,

составляющие которого суть

^к = Т^{тЬ* + Т~ЩЖ^\7)}> (7)

где г — расстояние между точками Р{х\,Хг, х3) и Q(Ei,£2» ^з) и

• / 0, 1фк%

V есть частный случай известного тензора Сомильяна 1); каждый
столбец \{ тензора V удовлетворяет однородному уравнению
теории упругости изотропной среды, постоянные Ляме которой
имеют значения X = 0 и \х

— 1/2. Соответствующий оператор
теории упругости мы будем обозначать через А0, так что v*

удовлетворяет уравнению
A0v, = 0. (8)

Точку Р вырежем сферой радиуса е и к оставшейся части Q8
области Q применим первую формулу Бетти, полагая и' = и,
и" = vif А = А0 и понимая под и любой вектор, обращающийся
в нуль на# границе области Q. При этом интеграл по S пропадет;
точно так же исчезнет интеграл и в левой части формулы Бетти

*) См., например, Е. Трефтц [2].
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в силу уравнения (8), и мы придем к равенству

f w(u, v*)dQ+ J4.eudS~0f (9)
%

где S8 — поверхность упомянутой выше сферы радиуса е и с

центром в Р, a tif e —вектор напряжений на площадку сферы 5е,
соответствующий смещению v<. Полагая в (9) е-*0, мы, как и

в § 47, получим щ{Р)= [ W{x\y\i)dQ. Нетрудно видеть, что

з

при % - 0, ц = 1/2 будет W (u, v,) = 2 s/ms<J>, где 2slm и 2s<»
/, m-l

- - - lm

суть составляющие деформации, отвечающие смещениям и и v<*>.

Таким образом,
з

Интеграл (10) есть сумма интегралов вида

�ia(я)- J e^effi«ю, (id

ядра которых имеют оценку |s^|< С/г2, С=const и

принадлежат, следовательно, к классу ядер со слабой особенностью. Как
было отмечено в § 6, интегральный оператор (11) вполне

непрерывен в L2(Q) и, следовательно, переводит всякое ограниченное
в этом пространстве множество функций Sim в компактное

множество функций г|)^.
Вполне непрерывный оператор (11) ограничен в L2(Q).

Отсюда следует неравенство |^/||^Ci||5fe/||> Cj —const.

Суммируя, найдем з з

I, я, / —1 к, /=1

Опираясь на положительность величины Щи), можно доказать,
з

что 2 11%112<С4№(и). Но тогда
К 1=1

||u|P<2C5J>(u)dQ, 2C5 = C3C4,
Q

или по формуле (14) § 29 ||и||2<С5(Аи,и), откуда

(Аи, и)>||и|р/Св (12)
т. е в случае закрепленной границы тела оператор теории
упругости положительно определенный.

/
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Уже было отмечено, что оператор (11) переводит
ограниченное множество функций в компактное. Из формулы (10) следует
тогда, что множество векторов смещений, равных нулю на

границе тела, будет компактным, если соответствующие им

интегралы энергии ограничены в совокупности. Теперь из теоремы 3

§ 40 вытекает дискретность спектра оператора теории упругости
в случае жестко закрепленной границы тела.

Оператор теории упругости имеет дискретный спектр и при

других обычно употребляемых краевых условиях. Подробное
изложение относящихся сюда вопросов дано в книге автора [11].
Здесь мы ограничимся некоторыми библиографическими
справками. Для произвольной кусочно гладкой границы дискретность
спектра оператора теории упругости была установлена К. Фрид-
рихсом 1) [3] в случае жестко закрепленной или свободной
границы. Д. М. Эйдус [1, 2] дал другое, значительно более простое,
чем у К. Фридрихса, доказательство для случая свободной
границы и распространил его на некоторые другие краевые задачи

теории упругости. Приведенное в тексте доказательство

принадлежит автору [12].
В заключение отметим, что наименьшее собственное число

оператора теории упругости при условии жесткого закрепления
границы тела равно минимуму удвоенной потенциальной энергии
деформации

2JW(n)dQ (13)

при условии, что

Ju2dQ=l. (14)

Минимум ищется на векторах смещений, которые на границе
области обращаются в нуль. Укажем еще, не приводя
доказательства, что наименьшее собственное число оператора теории
упругости в случае свободной границы тела также равно минимуму
интеграла (13), но векторы смещений на этот раз удовлетворяют,
кроме равенства (14), еще и равенствам (R— радиус-вектор
точки Р)

| u dQ « 0, J" R X u dQ = 0;

краевым условиям можно эти векторы не подчинять, так как

условие на свободной границе естественное.

1) В предположении достаточной гладкости границы этот результат был

значительно ранее получен Г. Вейлем [1].



ГЛАВА VII

АПРИОРНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ

ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ

В практике применения любых приближенных методов

фундаментальную роль играет вопрос об оценке погрешности

приближенного решения задачи. Такие оценки могут быть двух

родов: априорные и апостериорные. Первые дают возможность

оценить погрешность еще до того, как приближенное решение
построено. Для процесса Ритца априорные оценки удается
строить, если координатные функции принадлежат тому или иному

специальному классу функций и если точное решение задачи
обладает некоторыми специальными свойствами, например, если

оно обладает достаточно большим числом производных.

Как правило, априорные оценки суть оценки

асимптотические — они дают порядок убывания погрешности при
бесконечном возрастании числа п координатных элементов, входящих в

приближенное решение.
Апостериорная оценка —это оценка погрешности уже

построенного приближенного решения.
В настоящей главе исследуется вопрос об априорных оценках

для решений неоднородных задач типа Аи = /, где А —

положительно определенный оператор (иногда мы будем рассматривать
более общий случай, когда А — линейный оператор, имеющий

обратный A~l), f — данный, и— искомый элемент некоторого
гильбертова пространства. В гл. VIII изучаются апостериорные
оценки для задач того же типа, в гл. IX — оценки для

собственных чисел и, отчасти, собственных функций.

§ 52. Оценки через наилучшее приближение

Идея построения таких оценок проста. Пусть А —

положительно определенный оператор, действующий в сепарабельном
гильбертовом пространстве Я, {qpn} — координатная система,
Uo — обобщенное решение уравнения Аи = / и, наконец,

п

H/t=2aft<p* (I)

18 С. Г. Михлиы

>
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— приближенное решение данного уравнения по Ритцу.
Элемент ип реализует минимум функционала энергии F{u) =
= 1 и — «ol2""!"o|2 или, что то же, минумум величины |м — и01 на

элементах вида (1). Иначе говоря, элемент ип реализует
наилучшее приближение по энергетической норме точного решения щ
линейными агрегатами координатных элементов фь фг, ..., фп.
В ряде случаев удается найти оценку такого наилучшего
приближения, тем самым оказывается построенной оценка погрешности

приближенного решения по Ритцу в энергетической норме.
Сказанное поясним двумя примерами.
1. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

второго порядка

-т!НрМ&)+*<*>«-К*> (2)

при краевых условиях
и (ОН и (1) = 0. (3)

Допустим, что функции р, р\ #, f непрерывны на сегменте

[О, 1] и что р(х) > ро ■» const > 0, q(x) > 0. Оператор задачи

(2) — (3) положительно определенный в L2(0, 1), и эта задача

имеет единственное обобщенное решение Uo{x)f принадлежащее
энергетическому пространству задачи.

Можно доказать (см., например, книгу автора [28]), что при
feL2(0, 1) обобщенное решение задачи (2)— (3) непрерывно
на сегменте [0, 1] вместе со своей первой производной, имеет

почти всюду вторую производную w//eL2(0, 1) и почти всюду
удовлетворяет уравнению (2). Но в нашем случае функция f(x)
не только суммируема с квадратом, но. просто непрерывна, и из

уравнения (2), записанного в виде

видно, что вторая производная и%{х) также непрерывна при

0<*<1.
В качестве координатных возьмем функции щ(х) = sinknx,

k = 1, 2, ... Тогда ип(х) есть тригонометрический полином.

На сегменте 0-<х<1 разложим и0{х) в ряд Фурье по

синусам; дифференцируя, получим ряд Фурье функции и'0(х) по

косинусам.
Оценим коэффициенты Фурье функции щ(х) и ее

производной. Пусть
оо

Щ (х) == 2 ak sin knx. (4)
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Тогда
оо

и' (х) = яУ ka. cos knx.

При этом

ak
= 2 J «о (*) s'n ^я* dx\

интегрируя по'частям и принимая во внимание, что и0{х)
удовлетворяет условиям. (2), найдем

1

22 Г а*

^ J <(x)sin/enxdx==-p-, (5)
о

где ан суть коэффициенты Фурье функции — лг2м"(х).
Энергетическая норма в нашем случае определяется

формулой
1

|и|2= \{pu'* + qu2)dx, (6)
о

которая по существу совпадает с формулой (50 § 21.

Величину (6) будем оценивать следующим образом.
Функции р и q, непрерывные на сегменте, ограничены. Пусть
Р(х)*Ср\, q(x)^.qu где р\ и q\

— постоянные. Тогда

1

I и |2 <[ J (р{и/2 + q{u2) dx.
о

1 1

По неравенству (12) §8 u2dx^-^ и'2dx. Отсюда
о о

1

|и|2< с \ и'2(х)dx\ c = pi + jqr (7)
о

В неравенстве (7) положим и = и0 — vn, где vn —

произвольный тригонометрический полином я-го порядка по синусам,

п

vn (х) = 2 Pfc s*n knx.

lb*
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Мы получим тогда

\»o-vn\2<cj(u'0-v>nYdx.
о

В качестве vn возьмем п-ую частичную сумму ряда (5). При
этом интеграл справа примет наименьшее значение. Оценим его.

По уравнению замкнутости

k=n+l

Отсюда | щ
-

vn |2 = о (ft~2).
Приближенное решение по Ритцу, ип(х), но самому

определению таково, что оно сообщает минимум величине

\ п I

I fe=i I

где Yft
— произвольные постоянные коэффициенты. Отсюда

следует, что | и0 — ип | ^ \и0 — y„ |, и это приводит к искомой

оценке

|Ио-^| = оИ. (8)

Заметим, что в рассматриваемой задаче оценка

энергетической нормы дает сразу же равномерную оц-енку разности

и0(х) —ип(х). Действительно, в силу условий (2),
х

%(x)-un(x)=j[u'0(t)-urn(t)]dt.
о

По неравенству Буняковского

\u0(x)-un{x)f<x$[u'0(t)-u'n(t)Ydt^
о

1

<\[<d)-<m2dt<j;\u0-unf;
О

здесь мы использовали соотношения (6) и свойства

коэффициентов р(х) и q(x). Теперь

\u0{x)-un{x)\^47=-\u0-un\i (9)
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и если верна оценка (8), то

\и0{х)-ип(х)\ = о(гг1).

Оценку (8) можно улучшить, если предположить, что на

сегменте [0, 1] функции p'(x),q(x) и f(x) непрерывно

дифференцируемы. Тогда существует непрерывная третья производная и"'(х).
Интегрируя еще раз по частям в формуле (5), находим, что

\ak\^clk"3. Отсюда

л
ОО ОО

По интегральному признаку сходимости рядов

Сопоставив это с неравенством (7), найдем, что \и,о — vn\ =
= 0(п~3'2), и окончательно

|«0-Ия|-О (П-Ч (10)

В силу соотношения (9) такая же оценка верна и для величины

I «о {х) — ип {х) \. Последние две оценки были получены
Н. М. Крыловым [1].

Дальнейшее улучшение аналитических свойств функций
р(х), q{x),f(x) не улучшает коэффициентов а& и потому не
улучшает оценки (10). Такое улучшение возможно, например, в

следующем направлении1).
Введя новую независимую переменную

х

J P(!)
о

и выбрав подходящим образом постоянную а, мы приведем
уравнение (2) к виду

~&~+ r(t)u = F(t\ (11)

причем t будет меняться на том же сегменте 0-</<1; краевые
условия (3) остаются неизменными. Выполним еще замену
неизвестной функции по формуле и = и + /(1 — t) (at + §). При
подходящем выборе постоянных аир можно добиться того,

1) См. книгу автора [11].
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чтобы в преобразованном уравнении свободный член

обращался в нуль при t = 0 и t = 1. Пусть уравнение (11) уже
обладает этим свойством. Тогда ы"(0) = и"(\) = 0; если r(t) и F(t)
трижды непрерывно дифференцируемы, то функция и0(х) имеет

пять непрерывных производных, и аА = 0(/Н). Как и выше,

отсюда следуют оценки

1"о-"«1 = 0(п-Ч 1М*)-М*)| = О(п-т/0.
.

(12)

Если функции r(t) и F(t) имеют 2s—1 непрерывных
производных, a r(t)^> г0 = const > 0, то можно усилить сходимость

процесса Ритца следующим образом. В уравнении (11) положим

и = й + 2 tJ (1 - t)JШ + ру)." (13)
/-i

Коэффициенты otj и pj выберем так, чтобы

rf2v />(*)

d*2V r(t)
= 0, v=l, 2, ..., 5-2. (14)

*=o, l

Тогда w<2v>(0) = u<2v>(l) =0, v = 0, 1, ..., s, и существует

непрерывная производная u<2s+1)(f). Коэффициенты Фу^ье
функции и имеют оценку 0(гг2$~1)\ если йп — приближенное решение
по Ритцу, то, повторив предшествующие рассуждения, получим

Iflo-Sj-Ofo—*), 1

ia0W-a»WI-o(/i-^). J (ib)

2. Рассмотрим задачу Дирихле для эллиптического

уравнения второго порядка:

т

. «15 = 0. (17)

Область Q предполагается конечной, а ее граница S —

достаточно гладкой. Формула (7) § 27 показывает, что в данном случае

г Г т

dQ.

Пусть {фп(^)} — координатная система, и пусть ЕПу Е{п
означают наилучшие среднеквадратические приближения функ-

ции «о, -Qp-
линейными агрегатами функции фЬ ф2, ..., фп и
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Л$1 4^, ..^-^-соответственно. Если обозначить еще через
дх(

'

дх( дх(
v

%п(Р) наибольшее собственное число матрицы коэффициентов
Ajk{P) и положить N = max{max%n(P), maxC(P)}, то

PeQ Рей

\и0-ип?<и{%$? + Е2п}. (18)

Здесь, как и выше, щ
— точное решение задачи (16) — (17), ип —

ее приближенное решение по Ритцу.Та же оценка, но с другой
постоянной iV, верна, если Еп, Еп] означают не среднеквадрати-
ческие, а равномерные чебышевские наилучшие приближения.

В своей статье [1] И. Ю. Харрик пришла к следующим
результатам1).

Пусть граница S определяется уравнением ф(Р) = 0, причем
функция ф г раз непрерывно дифференцируема в замкнутой
области Я; внутри области Я она положительна, а на границе S

ее градиент по абсолютной величине строго положителен:

Пусть, далее, функция и(Р) г раз непрерывно

дифференцируема в Я и обращается в нуль на границе S. Тогда существует
последовательность полиномов Rn(P) степени ^Сп по каждой
из координат такая, что

\Ds[u(P)-^(P)Rn(P)]\^Can/nr'\ 5 = 0, 1, ..., г. (19)

Здесь Ds означает любую из производных порядка s, С —

постоянная, ап — величина, которая зависит только от п и стремится
к нулю при п -> оо.

В качестве координатных функций для задачи (16) — (17)
возьмем функции

Ф(Р)л^*22 • • • *km> ^ = 0,1,2,..., l<i<m. (20)

Несколько изменяя наши обычные обозначения, будем под ип(х)
понимать такое приближенное решение по Ритцу, которое
содержит функции (20) со всевозможными показателями fej-^n,
j = 1, 2, ..., т.

1) В целях простоты изложения мы приводим здесь результаты И. Ю.

Харрик в несколько менее общем и полном виде.
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Из неравенства (19) легко вытекает, что при таком выборе
координатных функций Е{п =о(а1~г+1), Еп = о \гГг), и

окончательно

К-«о1 = <>("-г+1). (21)

Эта оценка также содержится в статье И. Ю. Харрик [1]; там

же приведены некоторые равномерные оценки разности

ио(Р)—ип(Р).

§ 53. Проекционная схема

Из общей теории приближенных методов, разработанной
Л. В. Канторовичем ([2]; см. также Л. В. Канторович и Г. П. Аки-
лов [1], гл. XIV), вытекает некоторая общая схема (будем
называть ее «проекционной») построения и исследования класса

процессов, которые являются обобщениями процессов Ритца и

Бубнова—Галеркина. С полной отчетливостью эта схема была

сформулирована в работах И. К. Даугавета [1, 2]; она

использована в работе автора [27]1).
Здесь мы изложим проекционную схему в условиях не самых

общих, но достаточных для того, чтобы из этой схемы можно
было получить и процесс Ритца.

Пусть в уравнении
Au = f (1)

А есть линейный оператор, который взаимно однозначно и

непрерывно переводит некоторое гильбертово пространство Нх в

такое же пространство Я2, так что DA = #ь RA = Н2 и оба

оператора А и А"1 ограничены2). Норму и скалярное произведение
в #&, k = 1,2, будем соответственно обозначать через (, )к и || \\h.

Построим последовательность конечномерных подпространств

Н\п) пространства #ь обладающую тем свойством, что для

любого элемента «е Нх справедливо соотношение

Еп{и)~ inf IIk-Mi-ts^0- (2)

Обозначим через Я(2Л) то подпространство пространства Я2, в

которое оператор А переводит подпространство Н\п). Коротко
будем это записывать так: Н^ = АН^К

1) Отметим, что близкая схема, но в несколько иных условиях была

ранее И. К. Даугавета сформулирована Н. И. Польским [9.] Подробнее об
этом см ниже, гл. XI, § 100.

2) , ограниченность операторов А и /Н здесь означает следующее:
существуют такие постоянные с', с", что || Лф ||2 ^ с'\\ ср Hi, ПЛ-ЦрИ^
<5 с"\\ г|? h- Наименьшее .значение с' называется нормой оператора Л и

обозначается через || А ||. Аналогично определяется || Л"1 ||.



§ 53. ПРОЕКЦИОННАЯ СХЕМА 281

Для каждого п выберем оператор Qn, проектирующий
(вообще говоря, косо, см. § 5) Н2 на Н%\ Приближенное решение

уравнения (1) будем-строить как элемент ип^Н{\\
удовлетворяющий уравнению

. Aun = QJ. (3)

Если обозначить Рп = A-xQnA, то ип = PnUot где и0
— точное

решение уравнения (1). Покажем, что оператор Рп проектирует

Н\ на подпространство Н\п). Действительно, если и <= Ни то

Рп» = A~lQnAu e A~xQnH,= A-xHf = Н\п\

и остается проверить, что Р2п = Рп. Пусть иеЯ^ тогда Рпи^Н{\\
Положим Pnu = vn> Plu = Pnv = wn. Имеем wn~ A"lQnAvn.
Отсюда QnAvn = Awn. Ho Avn e Ля!"* = Hf\ поэтому QnAvn = Ляя.
Теперь Л0п = Ли>п и 0ft = a;n, что и требовалось доказать.

Нетрудно доказать, что

\\и0-ип1^(1+\\Рп\\)Еп(и0). -'"' (4)

Действительно, если vn
— произвольный элемент

подпространства Н\п\ то

II Щ ~ «n 111 < II «о - Vn ||| + || УЛ
~

Un ||, =

- II "о - оЛ Hi + II Рп (Vn - "о) Hi < 0 + II Рл II) II "о - vn \\{. (5)

Подпространство Я(1Я) конечномерно, поэтому в нем

существует такой элемент 8>П| что Еп(ио) = \\и0 — дп\\\. Положив в

(5) vn = г?п> получим формулу (4).
Из неравенства (4) вытекает такой достаточный признак

сходимости ип-+ио: если \\Рп\\Еп(и0)-х^+0, то || и0 — ип || i -* 0.

Заметим, что

|| Рп || <|| Л"1!! • IIQ. II - IM II == const. || Qn ||,
•

(6)

поэтому достаточно, чтобы

IIQJ£»fa>)-^*0- (7)

Замечание. Если || ип — щ II i
—* 0, то

M"n-/il2==lH(^-"o)ll2<HI|-||^~«oll,-^0.

Таким образом, условие (7) достаточно для того, чтобы

«невязка» Аип — / стремилась к нулю в метрике Я2.
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§ 54. Применение к процессу Ритца

Кроме пространств Н\ и Я2 введем в рассмотрение еще одно

гильбертово пространство Я, и пусть все элементы пространства
Н\ принадлежат пространству Яг и образуют в нем плотное

множество, а все элементы пространства Я2 принадлежат
пространству Я и также образуют в нем плотное множество.

Символически будем записывать это так: Н\ с: Я2 с: Я. Скалярное
произведение и норму в Я будем обозначать через (,) и || ||, а в

Hk — через (, Ь и || ||fc.
Допустим, что для любого элемента и е Нх справедливы

неравенства
ИаК^ПиК^ИиИ,, (1)

где ^2 и Ci — положительные постоянные. Отсюда и из

сделанных выше предположений следует, что множество элементов

пространства Н\ плотно в Я.

Выберем полную в Н\ координатную систему {фп}. За Н\**
примем подпространство, натянутое на <рь ф2, ..., срп, т. е. под-

пространство элементов вида 2 <*&Фь гДе ЗД — постоянные.

Тогда подпространство Я(2Л) будет натянуто на ЛфЬ Лф2, ..., Л<рп.
Проекторы Qn определим соотношениями

(f-QJ, Ф/) = 0, /=1, 2, ..., п. (2)

Допустим, что оператор А положительно определенный в

пространстве Я. Тогда система (2) есть система Ритца для

уравнения (1) § 53 в пространстве Я. Действительно, элемент Qnf
п

имеет вид QJ = 2 4Ифь ak = const, и соотношения (2) прини-

мают форму (82) § 17:

п

Ца*(Арь Ф/) = (/, Ф/), /==1, 2, ..., п.

&=!

В силу уравнения (3) § 53
п

un-A-lQj=%akq>k (3)

и, следовательно, ип есть приближенное решение уравнения (1)
§ 53 по Ритцу в пространстве Я.

Оценим величину || Qn II- Имеем

112 п

ШЩ=

п

2 akA<ffc = 2 (Ар*, Acpj^ajuk.
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Обозначим через Л?} наибольшее собственное число

матрицы скалярных произведений

(Лфь Лфу)2, /, £=1, 2, ..., м.

Тогда

iQ„f.e<A«io£. (4)

Как обычно, символами [,] и | | обозначим энергетическое

произведение и энергетическую норму оператора А\ через кТ
обозначим наименьшее собственное число матрицы Ритца, т. е.

матрицы скалярных произведений (Ащ, ср,-), /, k = 1, 2, ..., п.

Тогда

М= JJA%, %)akat>Xftab
Но (см. формулу (15) § 17) |ы„К1н0|. Отсюда

6=1

По неравенству (*) § 16Ы<ИЛ1Л\ ипотому S 4<||/1|2/WV).
&= i

Далее, в силу неравенства (1), || / || < с21| / \\г. Теперь

jfe=i

Подставив это в (4), получим

|Q.I<c,K"a?7C- (5)

Если числа A,{ft) ограничены снизу положительным числом1), то

оценка упрощается:

|Q.|<C4KAf. (6>

В силу соотношений (4) и (6) § 53

\\ио-ипКС5УЩ^; (7)

1) Это будет, если координатная система сильно минимальна в

энергетическом пространстве. См. книгу автора [26].
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если числа Х^ ограничены снизу положительным числом, то

\\uo-un\\i<C*V~№. (8)

Всюду выше через С с различными индексами обозначены

некоторые постоянные.

Формулы (7) и (8) дают априорную оценку погрешности

приближенного решения по Ритцу в норме Н\.

§ 55. О норме производной полинома1)

Пусть Rn{x) —полином степени п, и

М= max \Rn(x)\.
a<x<b

Хорошо известно неравенство А. А. Маркова2)

\R'n(x)\^2Mn2l(b-a), а<х<&. (1)

Это неравенство обобщается на полиномы от многих

независимых переменных: если Rn(P) = /?п(#ь*2,... ,*т)~ полином,
степень которого по каждой из переменных хихь ..., хт не

превосходит «, ий
— конечная область в пространстве этих

переменных, удовлетворяющая так называемому «условию конуса»,

то3)

| grad Rn (Р) | < Of max | Rn (Q) I, С = const, PeQ, (2)'

Из неравенства (2) вытекает очевидное следствие: если Dh

означает любую производную порядка k, то

\DkRn(P)\<:Ckn2kma^\Rn(Q)l Cfe-const, Pe=Q. (3)
Q<=Bii

В книге Л. В. Канторовича и Г. П. Акилова [1] для

полиномов, зависящих от двух переменных, и для случая круга

установлено неравенство

I *«(*!, ^)KC0n2l!/?J|^(Q),

') Результаты, сформулированные в настоящем параграфе, будут-
использованы в §§ 56 и 57.

2) См., например, И. П. Натансон [2].
8) Область Q удовлетворяет условию конуса, если существует прямой

шаровой конус фиксированных размеров, обладающий следующим

свойством: совместив вершину конуса с произвольной точкой Ро s Q, можно
затем повернуть его так, что он весь, кроме, может быть, точки Р0. будет
лежать в U. Доказательство неравенства (2) дано в статье автора [29]. В
книге Л, В. Канторовича и Г. П. Акилова [\] неравенство (2) сообщено без
вывода и без каких-либо предположений о характере области Q для случая

двух независимых переменных.
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верное, если точка (Х|Д2)ей. Рассуждение обобщается на

любое число т переменных и приводит к неравенству

max\Rn(P)\<C0nm\\Rn\[
Рей

Ъг (Q)» (4)

верному для области, удовлетворяющей условию конуса. Для
любой непрерывной функции g(P) имеем

\\g\\i{Q)= j g2(P)dQ<\Q\mzx\g(P)\\
PgQ

где через |Q| обозначен объем области Q. Отсюда и из

неравенства (2) следует

дИп
дх

Ь lta(Q)
< УГШтах

peQ

dRn
дх. <С,л2тах|/?я(Р)|,

PgQ

что в соединении с неравенством (4) приводит к важному соот

ношению

dRn
дхи

]L2(Q)
<C"n»+*||*„HLl(Q). (5)

Для производных более высокого порядка аналогично имеем

II DkRn \\U(Q) < УГоТ max I DkRn(P) |<
PEQ

< V\Q] Ckn™max| Rn(P) |<C"V»+»||Rn(P)\\Lj
PGQ

(Q) (6)

При m = 1 удается получить лучшую оценку. Этот случай
мы и рассмотрим.

Обозначим, как обычно, через Рп(х) полином Лежандра1)
степени п\ через рп(х) обозначим нормированный полином

Лежандра рп(х)= V(2n+ l)/2 Pn(x); ||p„||La(_lfl)=l. Вычислим

величину \\р'п\\ _

. Имеем

2/г +1

1^2 (~1. 1) \p'*{x)dx-
2/2-f 1

РП(х)Рп(х)\ 2/г+1

j Pn(x)P"(x)dx.

Интеграл справа равен нулю, потому что полином Рп(х)
ортогонален к полиному Р" (х), степень которого ниже п. Далее,

*) О полиномах Лежандра см., например, В. И. Смирнов [3] или
Е. В. Гобсон [1].
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Рп(1)= 1, Рп(—1) = (—1)п> а значения производной мы найдем
из соотношения

Рп (х) = (2л - 1) Pgli + (2л - 5) Р<13 + (2л - 9) Р„-5 (*)+...,

которое дает Р«(±1) = 0(л). Теперь (значок L2(—\y 1) у нормы
опускаем) || р'п | = О (л3/2).

Пусть /?п(*)— одномерный полином степени л. Разложим
п

его по нормированным полиномам Лежандра Rn{x) = 2 ukPk (*)•

Тогда |/?J2 = 2 a|- В то же время

fe-0

fe=0

*?(*)■
ft ft ft

/2 / \ ti г-* по ЧГ1 /2 i

SayiiW <2aiS^W-KP2XW-

ft

Интегрируя, находим

Окончательно1)

1/г«1<С1Л2||Ля||, Ci = const. (7)

Отсюда вытекает неравенство для высших производных:

II R{n] | < Ык || Rn IL Ck = const. (8)

§ 56. Полиномиальные приближения для обыкновенного

дифференциального уравнения

Рассмотрим задачу (15), (16) § 21; сохраним все

предположения относительно уравнения (15) § 21. В качестве

координатной системы возьмем систему полиномов

VnW-ix-arix-brRn-^x), л-1, 2, ..., (1)

где Rn(x)— полином степени л. Приближенное по Ритцу
решение ип(х) есть тогда полином степени п •+- 2т — 1.

Допустим, что коэффициенты Ри(х) и свободный член f(x)
имеют на сегменте [a, b] достаточно много непрерывных

производных. Легко показать тогда, что точное решение задачи,

которое мы обозначим через и0(х), имеет сколь угодно много

производных. Будем считать, что оно имеет на сегменте [я, Ь] непре-

*) Неравенство (7) легко получить, также как частный случай
известных более общих неравенств; см., например, Н. К. Бари [1].
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рывные производные до порядка г включительно, где. число г

достаточно велико.

Выясним, как производные приближенного решения
сходятся к производным точного решения. Для этого воспользуемся

результатами предыдущих параграфов. Возьмем H = L2(afb).
Чтобы выбрать пространства Нх и Я2, введем в рассмотрение
класс гильбертовых пространств Wf (a, 6)1). Элементы

пространства Wf (а, Ь) суть функции, /—1 раз непрерывно
дифференцируемые на сегменте [а, Ь] и имеющие почти всюду /-ую
производную, суммируемую с квадратом на том же сегменте; кроме

того, если и е Wf (a, Ь)9 то
х

«<'-»(*) = "('_,) (а) + f uW(t)dt.
а

Норма в W{2 (а, Ь) может быть задана формулой

\\uft =\\ufw{l)^^Wkn{\ (2)

допустима любая другая норма, эквивалентная2) норме (2).
В соответствии с формулой (2) определяется и скалярное

произведение в W2](a9 b):

(и, *),-(«. v)wil)=%(uW9vW). (2,)

Данное здесь определение пригодно для любого натурального /.

Принято обозначать W$](a, b) = L2(a9 &).

Теперь положим Hi = W[s)(a9 b)9 H2^Wf {a9 b), где />0 и

5 = 2т + 1^Сг\ нолик сверху означает, что рассматривается

подпространство пространства W^ (а9 Ь)9 определяемое условиями
(16) § 21. Нетрудно убедиться, что при этом выполнены все

требования предшествующего параграфа, наложенные на

оператор данной задачи.

1) Вводимые здесь пространства Wty (a, b) являются частным случаем

введенных С. Л. Соболевым [2] пространств W^ (Q), где Q — произвольная

область в пространстве любого числа измерений.
2) Две нормы || Hi и || ||2 называются эквивалентными, если они

определены на одном и том же множестве элементов и если для любого

элемента и из этого множества справедливо неравенство

*1 II И «1 <|| И Ь<*Я1| II ||ь

где С\ и с2 — положительные постоянные, не зависящие от и.
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Можно считать, что координатные функции (1)
ортонормированы в W^ (a, b)\ на значении приближенного решения ип это

не отразится (см. § 17). Тогда, как можно доказать1),
собственные числа матриц Ритца ограничены снизу положительным

числом, и для нормы HQ-nll справедлива оценка (6) § 54.
Оценим величину Л/Г}. Обозначая через А оператор нашей

задачи, имеем

п II п

ЛИ0-max 2 04<р/, Лф^/Мл^тах Л 2 **Фл
11*11—1 /\fc=i iitn-i

" L '

fe=i

Обозначим

2**ф*(*) = фя(*. О-
^=1

(3)

(4)

Выражение Фп(*, t) — полином степени не выше гь+ 2т + 1

по каждой из координат. Очевидно также, что, каков бы ни
о

был вектор t, Фп е №<? (а, 6).
о

Нетрудно убедиться, что для любой функции и е №2 (а, 6)
справедливо неравенство

Мы|КС||ы||„ С = const.

В частности, || ЛФЯ|||<С||ФЯ||,.

Формулу для нормы в W^ можно записать в виде

m+l m

и 112 V V d* d и

а=»о т=0

!2

По формуле (8) § 55

т

т=о
rf*T

■С.л^+^Ю.Ь.
ъ

Припоминая, что функции ф^ ортонормированы в \И>т), найдем
т

IIФ» t = S Й - 1 • Отсюда || Фп |Р <C,n4'm+/) и
Л-1

Л|Г<Стах||ФД<С2я
№11-1

,4(го+/)

) См. по этому поводу книгу автора [26].



§ 57. ПРИБЛИЖЕНИЯ В МНОГОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 289

Оценку величины Еп(щ) можно получить как частный случай
основной теоремы И. Ю. Харрик [3]:

Еп (Ц>) < СэИ-'+ЧГ, °п ~1^> 0.

Теперь по формуле (8) § 54

\\щ-иЛ<САп-'+«п+*оп. (5)

формула (5) дает априорную оценку погрешности в норме L2
для производных порядка > 2т.

Замечание. Интересные априорные оценки погрешности для задачи
настоящего параграфа содержатся в работе В. П. Ильина [1].

§ 57. Полиномиальные приближения
в многомерных пространствах1)

Рассмотрим задачу Дирихле для системы вида

2k

2 Da{Aa^{P)D\) = f{P\ Рей, (1)
|о|+1Э|-0

р

Dyu\s = 09 0<М<й-1. (2)

Здесь Р — точка конечной области Q, гомеоморфной шару и

лежащей в га-мерном евклидовом пространстве, а, р и у
—

муль-
тииндексы, т. е. наборы т целых неотрицательных чисел: а =

= (аь «2, •.
•, ат) и т. п.; если а = (оы, «2,..., ат)— мультиин-

декс, то принято обозначать |а| = ai + а2 +'... + ат. Через Da

здесь обозначается производная

дха11дх$...дх%*
'

Мы предполагаем, что граница S области й определяется
уравнением <р(Р) = qp(xi,*2, ..., хт)=0, где ф —полином2).
Будем считать, что <р(^)>0 внутри Q и grad<p(P) =£0, если P^S.

Примем также, что коэффициенты Аа$(Р) и свободный член

f(P) имеют достаточное число производных, непрерывных в

замкнутой области Q. Допустим еще, что уравнение (1)
эллиптическое/не вырождающееся в Q, и что оператор задачи (1) —(2)
положительно определенный в L2(Q).

1) Для полного понимания настоящего параграфа необходимо
знакомство с основными фактами теории соболевских пространств. См. книги

С. Л. Соболева [2], В. И. Смирнова [4] и автора [11].

2) Если должным образом обобщить результаты статьи И. Ю. Харрик
[2], то можно рассмотреть и тот случай, когда <р(Р)—произвольная доста^
точно гладкая функция. См. статью автора [29].

19 С. Г\ Михлин
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В перечисленных условиях точное решение и0(Р) задачи

(1)— (2) может иметь сколь угодно много непрерывных

производных. Будем считать, что оно имеет в Q непрерывные
производные до порядка г включительно, где число г достаточно

велико.

В качестве координатных функций возьмем произведения

ф</>(Р) = ф*(Р)Я</)(Р), (3)

где Rn]{P) — полиномы степени <п по каждой из переменных
*и #2,.. •»*т> причем хотя бы одна из этих степеней равна п.

Приближенное решение по Ритцу будем строить в виде

MP)-2 2а</>Ф</>(Р). (4)

Пусть р— степень полинома <р(Я). Тогда ип(Р) есть

полином, степень которого по каждой из переменных хихь ..., хт не

превосходит п + kp.
Возьмем

Я, = Wf (Q), #2 = Wf (Q), H = L2 (Q),

где Z^O, 5 = 2k + l^Cr\ нолик сверху означает, как и в § 56, что

рассматривается подпространство пространства №l>s)(Q),
определяемое условиями (2).

Координатные функции будем считать ортонормированными
в W(2fe)(Q). Тогда можно доказать, что собственные числа Х^
(см. § 54) ограничены снизу положительным числом, и для

нормы ||Qn|| верна оценка (6) § 54.
Оценим величину Л|?\ Обозначим через N число

координатных функций, входящих в приближенное решение (4).
Рассуждая, как в § 56, найдем Л^^тахЦЛФЛ||?, где Л—оператор

№11=1
задачи (1) —(2) и

здесь, как и в предшествующем параграфе, значок внизу
означает номер соответствующего Соболевского пространства. Как и в

о ,.

§ 56, для любой функции u^VTi (Q) справедливо неравенство

MttlKCIlHlt, С = const.

о

В частности, Ф^е^г (Q) и, следовательно,

МФД^сифл.
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Норму в 1^2S)(Q) можно задать формулой

l«ie-2lab4lW;
суммирование производится по всем мультииндексам о и т

таким, что \a\Kk + I и |т|<&. Если воспользоваться оценкой

нормы производной полинома (формула (6) § 55), то получим

|Ф.(<с1Я4й+0+*" 2 1^фвЬ»<с,»4<*+0+1-|Ф.{.
I т |^ k

Координатные функции ортонормированы в fl?2ft)(Q), поэтому

0Ф»{-2^-1. (5)
/«1

и окончательно

A<f><C2rt4(ft+')+2m. (6)

Оценку величины En(u0) дает основная теорема статьи [2]
И. Ю. Харрик. В силу этой теоремы

Еп {щ) - О (я-'+Ч,); ап -;—► 0.

Теперь по формуле (8) § 54

\\Щ-иЛ< Czrrr+*k+*+™on. (7)

В частности, «невязка» Aun — f в уравнении (1) стремится
к нулю в метрике L2(Q), если г>4& + т.

Замечание. Для эллиптического уравнения второго порядка и для

бигармонического уравнения В. П. Ильин [2] получил оценку лучшую, чем

оценка (7), используя разработанный им аппарат так называемых

мультипликативных неравенств. Построения В. П. Ильина выходят за рамки
настоящей книги.

§ 58. Применение собственных элементов

сходного оператора

1. Понятие о невязке. Если дано уравнение

Au-f (1)

и ип—какое-либо его приближенное решение, то разность
Aun— f называется невязкой этого приближенного решения.
Пусть А — положительно определенный оператор, действующий
в гильбертовом пространстве Я, и ип

— приближенное решение
уравнения (1) по Ритцу. Будем считать, что координатные
элементы принадлежат области DA определения оператора Л,
тогда un^DA и выражение Аип — / — невязка — имеет смысл.

Интересен вопрос, при каких условиях невязка стремится к

19*
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нулю. Это очевидно, если Л— ограниченный оператор; если щ-~

точное решение уравнения (1), то по доказанному в § 17

IK-^oll-^r*0' и потому

\\Аип-!\\ = \\А(ип-щ)\\К\\А\\.\\ип-и^-^+0.
В общем случае невязка не стремится к нулю. Можно

доказать (см. книгу автора [11]), что если невязка стремится к нулю

при любом [еЯ и при любом выборе координатной системы,
то Л — ограниченный оператор. Однако при некотором
специальном выборе координатной системы невязка может

стремиться к нулю: мы видели это в §§ 56, 57. Ниже будет указан
еще один способ выбора координатной системы, при котором
невязка приближенного решения по Ритцу стремится к нулю.

2. Сходные операторы1). Самосопряженные
положительно определенные операторы Л и В, действующие в одном

и том же гильбертовом пространстве, мы называем сходными,
если DA = DB. Если Л и В—сходные операторы, то

произведения А-1В, ВА~\ В"1АУ АВ~1 ограничены.
В теории операторов в гильбертовом пространстве

доказывается такое утверждение: если А — положительно

определенный оператор, то существует один и только один положительно

определенный оператор УА = АЧ\ квадрат которого равен Л;
если Yo~* нижняя грань оператора Л, то уо

— нижняя грань

оператора Л1/*. Можно доказать2), что Dyj = НА и что | <р| = f У*Л ф||,
где ф

— любой элемент пространства НА. Отсюда, между

прочим, следует, что [ф, /ф] = (У^Лф, V^i|)); ф, г|?еЯд.
Если Л и В —сходные операторы, то Л7* и В —также

сходные3). Отсюда следует, что операторы А~1,'В1,\ В'/2Л~'/2, В~1/2АЧ\
АЪВ^2 ограничены.

3. Теорема о невязке4). Пусть А и В — сходные
положительно определенные операторы, действующие в сепарабель-
ном гильбертовом пространстве Я, и пусть оператор В имеет

дискретный спектр. Если систему {щ} собственных элементов

оператора В принять за координатную для уравнения (1) и

если
п

и„
= 2 ад* (2)

k—l

1) Подробно о сходных операторах см. книгу автора [26], где приве*
дены также доказательства приводимых здесь утверждений.

2) См. книгу автора [11].
3) Это вытекает из результатов статьи Е. Хайнца [1].
4) См. статью автора [18] и статью Г. М. Вайникко [9]. В книге автора

.[26] теорема о невязке дана в ослабленной форме,
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есть п-е приближение по Ритцу к точному решению уравнения
(1), то невязка Аип — / стремите^ к нулю при п -* оо.

Пусть \ih
— собственное число оператора 5,

соответствующее собственному элементу фь, так что Вщ = м^Фь- Как

обычно, числа \ih считаем расположенными в порядке возрастания.
Обозначим через Рп оператор ортогонального в Н

проектирования на подпространство Нп элементов фЬ ф2, ..., фп, и пусть
р(п) -я £ — рп ц3 известных теорем теории операторов в

гильбертовом пространстве следует, что при любом а > 0

операторы Ва и Рп перестановочны и что

Пусть щ — точное решение уравнения (1). Как было
сказано в § 52, приближенное по Ритцу решение ип дает в Нп
наилучшее в НА приближение к щ, поэтому

/ «о - ип \А < | щ - Рпщ \А = | Р(п)и01 = \АъР™щ || <

Далее,

в'1гР(п)и01| = | В~ч'Р(п)Р(п)Ви0
'

<

<|B-*Pw|.|Pw^|-C|PwB«fD|.
Отсюда

\%-%\А<^и1гв-Ц'\р{п)Ы-
С другой стороны,

|В*(«0-ыя)|<|В*Л-*|.и*(а0-«|1)1-|Д^-*1-1«а-«.и.
Сопоставив это с предыдущим неравенством, получим

И^к-^Ж^'.И^^оЦ; (4)

здесь для краткости положено с = (л'/*£~1/*||'|а'/М~1/,||. Если

ые#п, то Я<п'« = 0, поэтому

В (и0 — ип) = В (/>„ + Р(«>) («о — ип) =
= ВЪРпВЩио — ия) + ВРМщ,

Отсюда по формулам (3) и (4)

\\B(un-u0)\\^[cV\hJi^7+ \]\\РМВи0\\<(с+1)\\РЫВи0\\
и, следовательно,

\\Аип - f || = || А (и„ - ид) || < || АВ'1 II • || В (и„ - и0) II <

^{с+1)\ АВ-1Цр™Вщ$. (5)
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Элемент РМВщ есть остаток ортогонального ряда, дающего

разложение элемента Вщ по полной ортонормированной
системе {фь}- Отсюда следует, что || Р(п)Ви01| -^^-> 0, и теорема

доказана. Одновременно неравенство (5) дает оценку нормы

невязки через наилучшее приближение элемента Вщ линейным

агрегатом элементов <р4, ф2, ..., фп. Это наилучшее
приближение есть величина || Р^Вщ II.

Примеры. 1. При краевом условии задачи Дирихле (S —

граница области Q) и\д = 0 операторы Ви = —Да и

m

— сходные, если только оператор А невырожденный. Поэтому
при решении задачи Дирихле для уравнения

т

целесообразно в качестве координатных брать собственные

функции оператора Лапласа для области Q, удовлетворяющие
краевому условию u\s = 0.

2. При краевом условии задачи Неймана

-7Г-1 =°

положительно определенные операторы—&и + и и —A«+ C(P)w,
где С(Р)>0у — сходные. При решении задачи Неймана для

уравнения —Аи + С{Р)и = f{P) целесообразное качестве

координатных брать собственные функции (удовлетворяющие

краевому условию -р
= 0) оператора —Aw + и или, что то же,

оператора Лапласа для данной области Q.

Дальнейшие результаты содержатся в работе А. В. Джиш-
кариани [3].

Пусть и — произвольный элемент пространства Я. Система

{фь} собственных элементов оператора В ортонормирована и
оо

полна в Я, поэтому, обозначая А~х = G, имеем Gv = 2 (Gv9 Фу) фу
оо

и одновременно v = 2 (у> Ф&)ф&- Из второго равенства на*

ходим
оо

{Qv, <P/)=2(Gq>ft, <P/)(ef ?*),
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Подставив это в первое равенство и вводя обозначение

(бфл, ф;) = Cjh, получаем

Полежим

Gt>= 2 c}k(v, фй)ф/.

Gnv = 2 2 с1к (v, щ) <f,.

(6)

(7)

Систему Ритца для уравнения (1) можно представить в виде

(Aun-f, q>/) = 0, /=1, 2, ..., п.

Отсюда

GA = 0, б„ = Лы„-/. (8)

Если щ — точное решение уравнения (1), то бп = А(ип — щ)\
Отсюда

ы„
-

«о = А~\ = G6„ = (G - G„) 6„ =
со оо оо оо

■22 сд (S„, ф*)ф/ = 2 2 (А 'фь Ф/)(6П, Фа) Ф/-

Далее, Вф& = ЦкЩ и, следовательно,

ц_м = у у (^''ч^^ф*)
/■=1 А=и+1

t»ft
ф/ =

-if s %^-^, ф/u
и так как система {ф^} ортонормирована и полна, то

k=n+l

Отсюда

D«o-ttJ<M-'B|.

^fe
Фа-

(*». ">*)

k=n+l
»k

Фа

-IU-'б! (Л-ф*)2 Г^Ил-'в!
fc=tt+l й и«+1

•Ц (б„, Фа)2 ,
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и окончательно

ii%-%ii<lu"'°':"a"=10iii^-/i. m

По доказанному Aun — f Пт^ао->09 поэтому

К-^|--о(|*Й,)- ^

Нетрудно получить оценку и в энергетической норме:

| "о
-

wrt 1л = (Л ("о, *0, Ц>
- «*) =

= (/~A«rt,^Wo-uJ^IISJI^ko-wJK^-^IISJF,
откуда



ГЛАВА VIII

ВСТРЕЧНЫЕ МЕТОДЫ
И АПОСТЕРИОРНАЯ ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ

§ 59. Встречные методы

Пусть А — положительно определенный оператор,
действующий в гильбертовом пространстве Я, и пусть уравнение

Ли = /, feH, (1)

приближенно решено процессом Ритца; обозначим через ип

приближенное решение по Ритцу, через и0 — точное решение

уравнения (1). Задача настоящей главы — зная приближение ип,
оценить погрешность и0 — ип.

Допустим, что координатные элементы принадлежат
области DA определения оператора А. Тогда погрешность
приближенного решения можно оценить довольно просто, хотя оценка

может оказаться и очень грубой. Указанная погрешность равна

и0-ип= GA {u0 -un)=G(f- Aun\ G « А"\

отсюда по формуле (5) § 16 находим оценку для нормы
погрешности в метрике Н

\\Щ-ип\\<\\0\\.\\!-Аип\\^±М-Аип\\. (2)

Оценка (2), как было отмечено, может оказаться грубой, так

как в общем случае Аип не стремится к / (см. п. I § 58). Кроме
того, оценка (2) неприменима, если координатные элементы не

принадлежат области DA: в этом случае она просто лишена
смысла.

Другой, более важный способ апостериорной оценки

погрешности состоит в следующем. Имеем F (ип) = | ип — щ |2 — | щ р.
Обозначим min F (и) == — | и012 = d. Тогда

K-KoP-JW-rf. (3)

Обычно не удается точно определить число d. Допустим, однако,
что в нашем распоряжении есть способ, позволяющий строить
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числа, меньшие d и сколь угодно к d близкие. Пусть б — такое

число. Заменим в (3) d через б. От этого правая часть в (3)
увеличится, и мы получим искомую оценку

\un-uQ\<VF(un)-t>. (4)

Из неравенства (5) § 9 следует также оценка

l«e-«ol<{^W-«- (5)

Таким образом, дело сводится к построению чисел б, меньших d

и, желательно, по возможности близких к d. Такое построение
можно будет осуществить, например, в следующих условиях.
Пусть нам дан функционал Ф(и), минимум или хотя бы точная

нижняя граница которого равна \щ\2. Тогда можно положить

6 = —Ф(и), где и — любой элемент из области определения
функционала Ф(и)\ очевидно, при подходящем выборе
элемента и можно добиться и того, чтобы б было сколь угодно близко

к — | «о Р-
Как мы увидим ниже, такие функционалы удается иногда

построить, причем в некоторых случаях минимум функционала
Ф(и) достигается на том же элементе u0i который удовлетворяет
уравнению (1) или, что то же, реализует минимум
соответствующего функционала энергии. В таком случае минимизирующая
последовательность для Ф(и) может, при известных условиях,
доставить новое приближенное решение уравнения (1).

Методы решения этого уравнения, основанные на

минимизации функционалов с минимумом, равным \щ\2, мы будем
называть встречными по отношению к энергетическому методу.
Наиболее важные из встречных методов — это метод ортогональных

проекций и метод Трефтца, речь о которых пойдет в следующих
параграфах настоящей главы.

Отметим, не входя в детали, что числа б можно строить,

опираясь на так называемое преобразование Фридрихса, довольно

подробно изложенное в монографии Р. Куранта и Д. Гильберта
([1], гл. IV, § 9); дальнейшие применения и некоторые

обобщения преобразования Фридрихса можно найти в работах М. Г. Сло-
. бодянского [1—-6].

Оценки (4), и (5) требуют вычисления величины F(un). Если,
. как об этом сказано выше, ип построено по методу Ритца, то

F(un) можно вычислять следующим образом. Имеем

п m

.

F («О = S [фь ф/1 akai
- 2 2 ak {f, Ф*). , (Q)



§ 60. МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ 299

Коэффициенты а^ удовлетворяют уравнениям
п

2 [фь ф/] ak = (f, ф;), / = 1, 2, ..., п. (7)

Умножив это на а$ и просуммировав, получим
п п

2 [фЬ Ф/1 dfCik
= 2 (f, ф/) Я/.

Подставив это в (6), придем к искомому результату

F{un)=- S(f,q>*)a*. (8)

Формула (8) удобна тем, что входящие в нее числа ак и '(/, щ)
заранее вычислены в процессе составления и решения
системы (7). Формула (8) выведена в предположении, что все

рассматриваемые функции вещественные. В комплексном

гильбертовом пространстве, как нетрудно доказать,

^(и„)=-:£а*(/Гф7). (9)

§ 60. Метод ортогональных проекций в задаче Дирихле

Как уже было упомянуто во введении, метод ортогональных
проекций был сформулирован в 1909 г. С. Зарембой в его статье

[1] применительно к задаче Дирихле для уравнения Лапласа

с тремя независимыми переменными. Хотя Заремба и не мог

воспользоваться аппаратом теории операторов, в то время еще не

вполне разработанной, тем не менее основные особенности
метода выступают в упомянутой статье с полной отчетливостью:

решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа Заремба
получает как проекцию функции, удовлетворяющей поставленному
краевому условию, в подпространство гармонических функций.
В более поздней статье [2] Заремба применяет тот же метод к

задачам Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа с любым
числом независимых переменных. Самый термин «метод
ортогональных проекций» появился в 1940 г. в статье Г. Вейля [2], который
также рассматривал задачу Дирихле; к более широкому классу

краевых задач этот метод был применен М. И. Вишиком [1]—[3].
К методу ортогональных проекций примыкают также работы
X. Диаса [1], К. Морэна [1], [2] и М. И. Клиот-Дашинского [1], [2].

Будем искать функцию и(Р), которая внутри конечной
области Q удовлетворяет уравнению Пуассона (неоднородному
уравнению Лапласа)

-Ди = /(Р), /€=L2(Q), (1)
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а на границе S области Q — краевому условию

«U-0. (2)

Хорошо известная формула векторного анализа Да = divgrada
позволяет записать уравнение (1) в виде —div grada =/(Р).
Обозначим grad и = v. Заметим, что наша задача будет решена,
если мы найдем вектор v, так как восстановление функции по ее

градиенту — дело достаточно простое. Теперь нашу задачу
можно сформулировать так: требуется найти вектор v(P), который
удовлетворяет уравнению

- div v = f(P) (3)

и представляет собой градиент некоторой скалярной функции,
равной нулю на S.

Введем в рассмотрение векторное пространство Ьг(£2), в

котором скалярное произведение и норма даны формулами (10) и

(11) § 2. Для краткости будем обозначать это пространство
через ф. Введем в ф два подпространства $i и ф2- За & примем
множество векторов, которые являются градиентами функций,
принадлежащих энергетическому пространству Н% оператора Я

задачи Дирихле для уравнения Лапласа (см. § 24); напомним,
что функции из Н% обращаются в нуль, в обычном или в

обобщенном смысле, на границе области. За ф2 примем множество

векторов, имеющих обобщенную дивергенцию (см. § 35),
равную нулю.

Докажем прежде всего, что $i и ф2 суть подпространства.
Линейность этих множеств очевидна, и надо лишь установить их

замкнутость.
Пусть vnG^HVn->VB смысле сходимости в ф:

l|v„-v||^^0.

Пусть, далее, v^gradqp^, фвеЯг По формуле (20) §24

1<Р*-Щ\1 - J (gradФя- grad<pfe)2 dQ = || vn - vk f -—^^0,
Q

и последовательность {qptt] — фундаментальная в Я^. В силу
полноты пространства Н% существует такая функция <р е #я,
что

IФ« - Ф15Г = | J (vn - grad ф)2 dQ V/2 = || vn - grad ф || -^^i^^ 0.

Но, как мы видели, одновременно II v„
— v ||-^^-> 0; в силу

единственности предела v = gradq> и, следовательно, vg$|. Этим
доказано, что £i есть подпространство пространства ф.
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Пусть теперь vne^2 и Цуд — уЦ д^^О. Имеем divvn = 0,
что по формуле (*) § 35 означает следующее:

J Уп (Р) grad ф (Р)dQ = (v„, grad q>) = 0, (4)
Q

где на этот раз ф(Р) означает произвольную функцию,
бесконечно дифференцируемую в Q и равную нулю вблизи границы S
области Q. По непрерывности скалярного произведения из

равенства (4) находим, что (v, grad ф) = 0. Та же формула (*)
§ 35 дает нам, что вектор v имеет обобщенную дивергенцию и

что div v = 0, и, следовательно, .§2 есть подпространство.
Дальнейшее основано на важной формуле

Ф = Ф,®Ф2. (5)

Формула (5) содержит два утверждения, которые нам предстоит
доказать:

1) Если \i е & и v2 е £2, то (vi, v2) = 0.

2) Если v е 4 то v можно представить в виде суммы v =

= vi + v2, где V! е= $i и v2e= £2.
Пусть Vj = grad фр ф1 <= #г По определению

энергетического пространства существует такая последовательность

bneDv п=1> 2> •••> что \ч>1-%п\%-ТТ^*° или> что то же*

|| gradф1 - gradq>ln || = II ух - grad ф1я Ц-j-^O.

Напомним, что функции из D% дважды непрерывно

дифференцируемы в Q и равны нулю на S. Можно доказать (мы на этом не

останавливаемся), что функции ф1П можно выбрать бесконечно

дифференцируемыми и равными нулю не только на самой

границе S, но и вблизи этой границы. По условию div v2 = 0 и по

формуле (*) § 35 (v2, grad ф1П) = 0. Переходя к пределу под
знаком скалярного произведения, получим (v2, gradфl) = (v2, Vi)= 0,
и утверждение 1) доказано.

Обратимся к утверждению 2). Пусть V£$. Поставим
задачу: в пространстве Н% найти функцию, реализующую минимум
функционала

|q>E-2(gradq>f V). (6)

Линейный функционал /ф = (grad9, v) ограничен в Н%.
Действительно, |/ф 1-^11 grad ф || • II v II или по формуле (20) §24
1^Ф I ^11 v|| • |ф|9Г. В силу результатов § 20 задача о минимуме

функционала (6) имеет решение, которое мы обозначим через фь
Положим Vj = gradф1 и v2

= v — у1# Тогда vi e$i; остается

доказать что v2 e $2, т. е., что div v2 = 0.
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Пусть ц(Р) —произвольная функция, бесконечно

дифференцируемая в Q и равная нулю вблизи границы S. Такая функция
принадлежит пространству Н%, поэтому функция (pt(P)+ay\{P)
при любом вещественном а также принадлежит этому

пространству.
Функция F(a), определенная равенством

F(a)H9i+a4&-2(gradfo, + aT|), v)-
= а2|л|| + 2а{[ф1, i4-(v, gradri)) + |ф1|2 — 2(gradфь v),

достигает минимума при а = 0, поэтому Р(0) = 0, или

[фь ^~(v> gradti) = 0. (7)

По формуле (19) § 24, [фь ^-«(grac^!, gradri), и соотношение

(7) принимает вид (v2, grad т)) = 0. Из определения обобщенной

дивергенции теперь вытекает, что вектор v2 имеет обобщенную
дивергенцию, равную нулю. Этим доказано утверждение 2).

Перейдем к изложению метода ортогональных проекций.
Построим какой-либо вектор V(P), удовлетворяющий
уравнению (3).

Обычно это сделать нетрудно. Так, если удастся найти такую

функцию g{x), что fM^-r^-, то можно положить VV — Vx =

ОХт 1 2

= ... = VXfn_l = 0, VXfn
= -

g (л:). Положим V = v + w, где v —

искомый вектор. Тогда div w = div V — div v = 0, так что

w e #2. В то же время по условию задачи v e Qia Теперь ясно,
что искомый вектор есть проекция вектора V на подпространство
$i — в этом и состоит метод ортогональных проекций.

Формула (8) § 4 дает прием построения проекции, который
можно применить к определению вектора v; нетрудно видеть,
что этот прием привел бы к ортогональному ряду (6) § 14. Как
мы увидим ниже, оказывается целесообразным проектировать
вектор V не на нужное нам подпространство $lf а на

«дополнительное» подпространство ф2, что дает вектор w; после этого

вектор v определяется по формуле v = V — w.

Для построения проекции w выберем последовательность

векторов фг-(Р), удовлетворяющих уравнению div 1^ = 0; если

эта последовательность ортонормирована и полна в ф2, то по
оо

формуле (8) § 4 w = 2 я***» аЛ = (V, %), и решение нашей

задачи дается формулой

v(P) = V(P)-2(V, Чп)Ъп{Р)- (8)
я«1
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Остановимся несколько на анализе формулы (8). Перепишем
ее в виде

V(P)-v(P)+S(V,*ll)+»(P). (9)

Все слагаемые справа в (9) взаимно ортогональны: векторы

t|?n(P) ортогональны по условию, кроме того, v(P) и ^п{Р)
ортогональны, так как они принадлежат ортогональным
подпространствам & и £2. В таком случае по формулам (2) и (7)

оо

§ 4 || V |р = || v IP + 2 (V, Ф„)2 и, следовательно,
/1=1

llv|p=iivip-i(v, чд2. (Ю)
«=1

Если в ряде (10) сохранить только конечное число s первых
членов, то правая часть равенства увеличится, и мы получим

IIv||2<iivip-2(v, чд». . (и)

Это соответствует замене точного решения (8) приближенным

по формуле v (Р) « v(s) (Р) = V (Р) - Ц (V, ^п) ^п (Р). По опре-
л=1

делению нормы в £

llvlP-jfflojW
Обозначая через «о(Р) функцию, удовлетворяющую уравнениям
(1) и (2), имеем v = gradtt0 и

l|v2||=J(grad«o)2dQ
или по формуле (4) § 24

||vP-(-A«o, "о) = I«оР- (12)
С другой стороны, по формуле (4) § 14

\uQ\2=-minF(u)9 (13)

где F(a) = (—Ди, и)— 2 (w,/) — функционал, используемый в

энергетическом методе. Теперь из формул (11) —(13) следует

rnin F (и) > -1|| V ||2 -Д (V, U}. (14)
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Обращаясь теперь к § 59, видим, что метод ортогональных

проекций позволяет оценить погрешность приближенного
решения, построенного по методу Ритца. Действительно,
неравенство (14) показывает, что в формулах (4) и (5) § 59 можно

положить

б = -1| v IP + S (V, ч>«)2; 05)

при этом, как видно, из формул (10), (12) и (13),

lim 6 = d = minF(u).
S-»oo

К вопросу об оценке погрешности мы еще вернемся в

следующем параграфе.

§ 61. Общая формулировка метода

ортогональных проекций

После рассмотренной в § 60 задачи Дирихле будет уже
нетрудно дать более общую формулировку методу ортогональных
проекций, формулировку, которая позволит применить этот

метод к ряду других краевых задач.

Пусть требуется решить уравнение

Au-f9 (1)

где данный элемент f и искомый элемент и оба принадлежат
некоторому гильбертову пространству Я, а оператор А —

положительно определенный в этом пространстве. Допустим далее,
что данная задача сведена к отысканию элемента v некоторого,
вообще говоря, нового гильбертова пространства ф, и пусть
элемент v удовлетворяет уравнению

Bv = f9
•

(2)

в котором В — некоторый линейный оператор.

Рассмотрим множество решений однородного уравнения
Bv = 0. (3)

Это множество линейное; присоединив к нему его предельные
элементы, которые будем трактовать как обобщенные решения
уравнения (3), получим подпространство пространства ф; это

подпространство обозначим через $2- Примем еще одно

допущение, важное для метода ортогональных проекций: допустим,
что искомый элемент v принадлежит подпространству $ь
ортогональному к фг*



§ 61. ОБЩАЯ ФОРМУЛИРОВКА МЕТОДА 305

По методу ортогональных проекций уравнение (2) решается
так. Строим какой-либо элемент V, удовлетворяющий
уравнению BV = /, и полагаем V— v = w. Тогда Bw = BV — Bv = 0;
это означает, что w есть элемент подпространства 4fe;
равенство V = v + до показывает, что v есть ортогональная проекция
элемента V на подпространство ф2.

Построение элемента v можно выполнить двумя способами.
Можно построить ортонормированную и полную в & систему
элементов <рп, п = 1,2,...; тогда

»-2(К,Ф»)Ф». (4)

Формула (4) тождественна с формулой (6) § 14, дающей
решение уравнения (1), и потому такой вариант метода
ортогональных проекций, по существу, совпадает с методом Ритца.
Иначе можно построить искомый элемент у, выбрав
ортонормированную систему г|)я, /г = 1,2, ..., полную в $2- Тогда

оо

И

0-7-2(7. +„)+.. (5)
я=1

В случае задачи Дирихле, рассмотренной в предшествующем параграфе,
Н есть пространство L2(Q) функций, квадратично суммируемых в данной
области Я> а ф есть пространство векторных функций, также квадратично

суммируемых в Q. Далее, Bv — —div v; фг есть подпространство векторов с

нулевой дивергенцией, а ортогональное к ф2 подпространство & состоит, как

было выяснено в § 60, из градиентов скалярных функций, которые
обращаются в нуль на границе области S.

Если в ряде (5) сохранить только конечное число s

слагаемых, то метод ортогональных проекций приводит к

приближенному решению

v.-V-i(V9 �„)�,. (6)

Сделаем одно полезное практическое замечание. Чтобы

построить приближенное решение (6), достаточно иметь 5

попарно ортогональных и нормированных элементов г|зь грг,. -., г|^,
принадлежащих подпространству £2. Допустим теперь, что

нами построены s, не обязательно ортонормированных, но

линейно независимых элементов од, од,..., од этого

подпространства. Процесс ортогонализации (см. § 4) дает возможность

преобразовать элементы ©ь о>2,:.., од в ортонормированные
элементы г|)ь г|)2,..., фв и затем построить приближенное решение

20 С, Г. Михлин
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задачи по формуле (6). Оказывается, что процесса ортогонали-
зации можно избежать.

Рассмотрим выражение

V-t*iAn (7)

и поставим задачу: подобрать коэффициенты ап так, чтобы

норма выражения (7) была минимальной. Так как элементы фп
ортогональны и нормированы, то, повторяя рассуждения § 4,
найдем, что ап =(V, фп). Таким образом, элемент v$ [формула

(6)] решает задачу о минимуме величины lv — 2 аЛ *

Как это вытекает из процесса ортогонализации, элементы

фь фг> • - •
i фв линейно выражаются через од од ..., <о8 и

наоборот. Отсюда следует, что vs можно определить как элемент,

реализующий минимум величины

|r-Sb„oJ, (8)
II n-l II

где bu 62, ..., bs — постоянные; задача же о минимуме
величины (8) решается просто.

Прежде всего вместо минимума величины (8) можно

определять минимум величины

\V- 2 bnaJ-\\V\r = (v- 2 Ьпщ, V-t bn(i>n)-(V, V). (9)

Величина (9) есть функция независимых переменных bu b2i ...

..., fes. Чтобы найти минимум этой функции, приравняем нулю
ее частные производные по этим переменным. Повторяя
рассуждения § 17, получим систему

s

2 Ьп{®п, <*>k) = {V, щ), й=1, 2, ..., s. (10)
«-I

Найдя bn из этой системы, получим vs в виде

0.-K-SM.- (И)

Составление и решение системы (10), вообще говоря, менее

трудоемко, чем процесс ортогонализации.
Замечание. Система (10) сохраняет свой вид и в

комплексном гильбертовом пространстве.
В предшествующем параграфе мы видели, что метод

ортогональных проекций позволяет оценить приближенное решение,
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построенное по методу Ритца. В общем случае такая оценка

опирается на дополнительное допущение, которое выполняется

в широком классе случаев:
Элемент щ, удовлетворяющий уравнению (1), и элемент v>

к отысканию которого по методу ортогональных проекций
сводится нахождение элемента и0, связаны соотношением

1М1-Ы; (12)

норма элемента v вычисляется в пространстве ф.
Допуская, что соотношение (12) выполнено, дальнейшие

рассуждения проведем, как в § 60. Имеем

n—l n—!

Отсюда следует, что

IMP < КII2 (13)

Ит || о. Г-II о Г. (14)

Полагая F(u) = (Ли, и)— 2(и, f)9 имеем в силу (4) § 14 и

соотношений (12) и (13) minF(tt)=F(«0) = —IMI2> — ИМ2. В

формулах (4) и (5) § 59 можно теперь положить

б=Ч1М2-Ч1ПР+2 0^)2, (15)
л«1

причем lim d=*d = minF{u). Напомним еще, что по формуле
S-»oo

(12) § 17 F(un)= — \ип\2, где ип — приближенное решение
уравнения (1) по Ритцу. Формула (4) § 59 дает теперь оценку

погрешности метода Ритца:

1«-^1</1К1Р-К12- (16)

Точно так же, в силу формулы (5) § 59,

II и - ип\\ < 1 УЫР-КР. (17)
п

Заметим, что по формуле (8) § 59 \unf=^ak{f, (pk).

Аналогично найдем

0*.1М1ПР-2МУ.®а). (18)

20*
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Нетрудно дать оценку и приближенному решению (6), по^

строенному по методу ортогональных проекций. Положим
оо S

И> в 2 (V, фя) фя, ^s = 2 (К, Фя) Фи-

Имеем прежде всего

о — vs = ш^
— ш и || у — vs II = || а> - ws ||.

Далее, V = у + ш. Отсюда

vs = V—ws = v + {w- w8).

Слагаемые справа ортогональны, так как ие^, (w — w8)^$24
Отсюда

\\vstf = \\v\\2 + \\w-ws\f
и

и о—о, р—и«»— ». Р—Уп». IP—II о IP -

Пусть по-прежнему ип означает приближенное решение по Рит-

цу уравнения (1). Тогда •

Ы2<К12 = 1МР,

и последнее равенство дает искомую оценку

\W-vs\\^V\\vs\?-\uJ. (19)

Нелишне отметить, что в оценках (16) и (19) правые части

тождественны.

В гл. X будут даны численные примеры оценки погрешности
с помощью метода ортогональных проекций.

В заключение настоящего параграфа сделаем такое

замечание. Элемент v, будучи проекцией элемента V, имеет меньшую
норму; так как V — произвольный элемент, удовлетворяющий
уравнению (2), то элемент v есть решение следующей
вариационной задачи: найти решение уравнения Bv = f, имеющее
наименьшую норму.

§ 62. Некоторые дополнительные соображения ')

В предшествующем параграфе было дано изложение метода
ортогональных проекций, основанное на следующих допущениях:

а) решение уравнения Аи — f сводится к отысканию некоторого
элемента v, принадлежащего новому гильбертову пространству ф и

удовлетворяющего уравнению Bv — f;

1) Для понимания настоящего параграфа необходимо знакомство с

элементами функционального анализа.
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б) элемент v принадлежит подпространству, ортогональному к

подпространству решений однородного уравнения Bv = 0;
В) ||о||-|«1-
В настоящем параграфе будет указано некоторое довольно общее

условие, выполнение которого влечет за собой выполнение перечисленных выше

допущений. Это условие состоит в следующем: положительный оператор А
может быть представлен в виде произведения двух сопряженных операторов

Л~Г7\ (1)

причем оператор Т действует из данного гильбертова пространства Я в

некоторое гильбертово пространство £ и определен, в частности, на всем

пространстве НА.
Заметим, что при этом сопряженный оператор Т* действует из

пространства ф в пространство Я. Уравнение Аи = f теперь принимает вид

ГТи = f. (2)
Положим Ти = v. Тогда

T*v = f. (3)

Этим оправдано допущение а), если положить В = Т*. Практически
интересен тот случай, когда однородное уравнение

Га-0 (4)

имеет решения, отличные от нулевого. Множество этих решений образует
некоторое подпространство £2 пространства £. Докажем, что искомый

элемент v — Ти ортогонален к ф2. Действительно, если ш£$2, то Г*ш = О и

(v, w)q = (74 w)q - (и, T*w)H - 0 (5)

(значок внизу указывает, в каком пространстве вычисляется скалярное
произведение). Равенство (5) доказывает справедливость допущения б).

Обратимся к допущению в). Пусть «isDa, и% e Da. Тогда, полагая

Тщ «01, Ти2 = v2, имеем

[иь и2] - (Аии и2)н = (Т*Тиь и2)н - (Тии Ти2)$ - (vlt v2)$.
В частности, если щ = и2 = и, Ти — о, то

M-llt>ll$. (6)

Предельным переходом равенство (6) устанавливается для всех и е ЯА, и

допущение в) доказано. Заметим, что имеет место также равенство
скалярных произведений

[иь и2] - (Тии Тиг)$. (7)

Коль скоро допущения а), б), в) оправданы, дальнейшее построение
весьма просто. Пусть §х — подпространство, ортогональное к ф2, и V —

какое-либо решение уравнения (3). Тогда искомый элемент v есть проекция
элемента V в подпространство 4>ь После того, как элемент v построен,
остается еще найти и из уравнения Ти = v. Из формулы (6) [допущение в)]
вытекает, что оператор Т~х определен на всем подпространстве 4>i> и его

норма как оператора, действующего из & в НА, равна единице. В задачах

практического характера оператор Г"1 обычно очень прост и уравнение
Ти = v решается без труда — такого рода пример мы видели в § 60.

Докажем теперь, что непосредственное проектирование в

подпространство & приводит к формуле (6) § 14 и, следовательно, равносильно
применению энергетического метода.
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Пусть {Цз} — полная ортонормированная в $i система, так что

ч ГО, \Фк%

Тогда

v=2i(V>4f)r\r (9)

Положим T"lx\i = q>j. Нетрудно видеть, что последовательность {ф>}
ортонормированная и полная в НА. Действительно, (г\., r\k) = (7\р^, Tqk) , и по

формулам (7) и (8)

[»/•»*]-{ J ^*:
Допустим, что последовательность {фД неполна в Яа. Тогда существует
нормированный элемент феЯд такой, что [ф, ф/| = 0, /=1, 2, ... По

формуле (7) (Гф, t|j)^ «0, / — 1, 2, ... Так как система {r\j} полна в фи то

Гфе&г. Но тогда Г*(Гф)=0, или Лф — 0, и так как оператор А

положительный, то ф
= 0, вопреки предположению.

Воздействуя на обе части равенства (9) оператором Г™1, ограниченным
в $i, имеем

"-ЕО^Ф/. (ю)

Далее, V =*v + w, w&§2- Отсюда (до, т).) «* 0 и (V, т)^) «(о, т).) ■■

-= (Га, 7Vp7)
- [и, фу]

- (Ли, фу)я «(f, фу)я. Формула (10) принимает вид

оо

ш=2 (^^у)»^/» что т0ЖДественн0 с формулой (6) § 14.

§ 63. Задача Неймана

Задача Неймана для уравнения Пуассона состоит в

отыскании функции и(Р), удовлетворяющей уравнению

-Да-- divgrada -f(P) (l)

внутри области Q и краевому условию

-0 (2)dv

ша ее границе S. Будем считать, что область Q конечная и что

:f e L2(Q). Решение существует, если функция f (P) ортогональна
ж единице, так что

Jf(P)dQ = 0; (3)
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решение единственно, если подчинить его тому же требованию
ортогональности к единице:

J u(P)dQ = 0. (4)
Q

Имея в виду применить метод ортогональных проекций,
возьмем в качестве пространства Н множество функций из L2(Q),
ортогональных к единице, а за пространство £ — множество

векторов со скалярным произведением и нормой, определяемыми
формулами (10) и (11) § 2. Положим grad« = v; уравнения (1)
и (2) дают тогда

-divv = /(P), yv|5 = 0. (5)

Таким образом, в нашей задаче оператор В есть оператор —div,
заданный на векторах, нормальные составляющие которых
равны нулю на S. Подпространство §2 состоит из векторов,
удовлетворяющих уравнениям

div w = 0, wv |5 = 0. (6)

Повторяя рассуждения § 60, убедимся, что ортогональным
дополнением к Ф2 является подпространство $i градиентов
всевозможных скалярных функций.

Если удастся найти такой вектор V, что —div V = f и l/v|s=0,
то v найдется как проекция вектора V в §ь Для ее построения
следует выбрать полную в $2 последовательность векторов

w<n)(P), которые для простоты рассуждений будем считать орто-
оо

нормированными; тогда v = grad и = V — 2 (V, w(ft)) w(ft) (P). Ko-

ординатные векторы w<n> должны удовлетворять уравнениям (6);
фактическое построение такой системы наталкивается на

некоторые технические затруднения.
Замечание. Метод ортогональных проекций без труда

распространяется на эллиптические уравнения более общего вида

т

В этом случае за ф можно принять пространство векторов
v(vu v2i ..., vm) со скалярным произведением

т

(v, w)=J J CjbVjWbdQ, (8)
2 J. ft=J
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где матрица \\CJk\\!}[kZ™ обратна матрице Myft||J;ft"". Пусть,
например, поставлено краевое условие и|5 = 0. За

подпространство $i примем множество векторов v(vu Щ,..., vm), где

т

*>!
fe«l

и и(Р)—функция, равная нулю на S. Нетрудно доказать, что

ортогональное подпространство $2 = $ Q$\ состоит из векторов,
удовлетворяющих уравнению

т
а

Если поставлено краевое условие
г- т

2 i4/fc-|j-COS(vf */) = 0, (И)
5

то $i строят как совокупность векторов (9), но на этот раз

функцию и(Р) не подчиняют никаким краевым условиям; тогда

ортогональное дополнение £2 = £'0$i состоит из векторов,
удовлетворяющих уравнению (10) и, кроме того, краевому
условию

*vls = 0. (12)

Построение пространства Ф и его разложение на

ортогональные подпространства усложняется, если к левой части

уравнения (7) добавляется слагаемое вида С(Р)и(Р)\ пример такого

рода разобран в статье М. И. Вишика [1]. В других статьях
того же автора [2]—[3] рассмотрены некоторые примеры
уравнений высших порядков.

§ 64. Принцип Кастильяно и двусторонние оценки
в теории упругости

Известный в теории упругости принцип Кастильяно можно

получить, исходя из метода ортогональных проекций. Мы
ограничимся, для упрощения записи, случаем однородной
изотропной упругой среды, хотя общий случай неоднородной и

неизотропной среды не вносит никаких существенных усложнений.
Будем предполагать также, что краевые условия однородные.

Рассмотрим некоторое тело Q, ограниченное поверхностью S.
Как обычно, считаем, что тело — конечное, а ограничивающая
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его поверхность кусочно гладкая. Будем рассматривать
всевозможные тензоры напряжений, определенные в Q = Q + S.

Будем обозначать такого рода тензор через Г, а его

составляющие
— через вх, тХу, ..., tyz, oz:

*ху, <Уу, Гуг )• (1)

T'xz* ^yzt ®z /

С каждым тензором Т свяжем тензор Е(Г) по формулам

f*x, Уху> Ухг\

Е(Г) = ( yxyt ?у, ууг 1; (2)

^Ухг> Уугу *ж'

е*
=

-j 1°х ~ о (°у + az)l Уху -
2

1да чХу>

Ъу
=

-j [оу
- а {ах + а2)], yxz =

(1*а)
rxz, (3)

1 г / , \i 2(1+а)
в* = -j 1^ — я (<** + <VJ> Y^

=

£— tyz-

Здесь £ — модуль Юнга и а — постоянная Пуассона материала
тела Q. Если напряженное состояние тела упругое, то гх, еу, ...

• • •
> Ууг суть составляющие деформации: они связаны с

составляющими смещений формулами (1) § 29. Уравнения (3)
равносильны уравнениям Ляме (§ 29).

Множество тензоров Т превратим в вещественное

гильбертово пространство1), определив в нем скалярное произведение и

норму по формулам

(г, п = /(аХ+^+<<+<Л+^:г+«г)^; (4)

IT Г |р « J {ахгх + о^у + OzB2 + ^хуУху "Г ^хгУхг + ЧугУуг) d&- (5)

Пользуясь формулами (3), легкр доказать, что определенное
формулой (4) скалярное произведение удовлетворяет аксиомам
А — D § 2. В частности, легко доказать, что o'j.% + ... + t^2y^t=
ta axBx + • • • + T^Y^> отсюда вытекает симметричность

скалярного произведения. Построенное таким образом гильбертово
пространство обозначим через £.

1) Точнее говоря, гильбертово пространство образует совокупность тех

тензоров, для которых приводимый ниже интеграл (5) конечен.
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Заметим, что если Г есть тензор упругих напряжений, то

II Т ||2/2 есть потенциальная энергия деформации тела Q.

Расширяя определение, будем величину || Т ||2/2 называть

потенциальной энергией деформации для любого тензора напряжений Г.
Будем рассматривать смешанную задачу теории упругости

[задача в) § 29]; из нее, как частные случаи, получаются задача

а) о теле с закрепленной границей и задача б) о теле со

свободной границей. Напомним, что смешанная задача теории
упругости состоит в определении вектора упругих смещений и(их,иу, uz)
и связанных с ним деформаций и напряжений; перечисленные
величины связаны между собой уравнениями (3) (или
уравнениями Ляме) и уравнениями (1) § 29. Далее, составляющие

напряжений удовлетворяют уравнениям равновесия 1)

-(•
до* охху дхг

дх

(дхху
[ дх

ду

дои

dz

дхУг

-(■
дхх

ду

дх,Уг
дх ду

dz

doz
dz Z,

(6)

где X, Y, Z — составляющие объемной силы К. Наконец, краевые
условия формулируются следующим образом: поверхность 5
разбивается на части Si и 52, причем

«lSl = ° (7)

t(v)L = 0; (8)

t(v) — вектор напряжений, действующих на площадку
поверхности с нормалью v.

Рассмотрим множество тензоров напряжений,
удовлетворяющих краевому условию (8) и однородным уравнениям
равновесия

дох

дх

дхХу
дх

dxxz
дх

дхху

ду

дОу

~W
дХуг
~diT

dxxz
dz

dXyZ
dz

д(Уг
dz

= 0,

= 0,

-0.

(9)

1) См. уравнения (5) § 29.
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Это множество1) образует в £ подпространство, которое мы

обозначим через §2- Заметим, что в случае задачи а), когда

закреплена вся поверхность тела, условие (8) отсутствует и

тензоры, входящие в подпространство ф2, никаким краевым
условиям удовлетворять не обязаны.

В качестве подпространства £i возьмем множествох) тензоров
напряжений, обладающих тем свойством, что соответствующие
им величины е*, еу, ..., yyz суть деформации, связанные с

некоторым вектором и(Р) формулами (1) § 29; потребуем еще,
чтобы вектор и(Р) удовлетворял краевому условию (7). В случае
задачи б), когда граница тела свободна от напряжений, краевое
условие (7) отсутствует, и векторы и(Р), с которыми связаны

тензоры из подпространства фи никаким краевым условиям

удовлетворять не обязаны.
Основным для всего построения является равенство

§ = §10 $2. (10)

Доказательство равенства (10) сводится к установлению двух

фактов:
1) Если Ге«ь а Т" е= Ф2, то (Г, Г') = 0. Имеем

(Г, Г") = f fe/or" + e'a" + e'a'/ + Y' т" + Y' т" +v' t"WQ.\л > * J J V х * У У г z *xy xy
■ *xzbxz '

*уг xz)
ue

Q

Величины е'х, ..., y'yz связаны формулами (1) § 29 с некоторым

вектором u' = (tt£, и", и^- Воспользовавшись этими формулами
и проинтегрировав затем по частям, получим

Г J (К К» Kz\ (Ки К *С\

s

Так как тензор Т" принадлежит подпространству Ф2, то его

составляющие удовлетворяют однородным уравнениям
равновесия (9), и объемный интеграл исчезает. Поверхностный интеграл

также исчезает, так как u' |s = 0, t"(v) |5а = 0. Окончательно

(Г', Т") = 0 и подпространства #L и Ф2 ортогональны.
2) Если Г — произвольный тензор изф, то его можно

представить в виде Т = Г + Г", где V е §i и Г" е ф2.
Доказательство проведем в предположении, что составляющие тензора Т

1) К которому следует присоединить его предельные (в смысле

сходимости в пространстве ф) элементы.
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непрерывны и непрерывно дифференцируемы в Q = Q + 5;

распространение на общий случай производится так же, как в § 60.
Обозначим через и' вектор упругих смещений,

удовлетворяющий, вместе с соответствующим ему тензором напряжений Г',

уравнениям (1) § 29, а также уравнениям (3), (6) и краевым

условиям (7) и (8). Теперь достаточно положить Г" = Г—Г'.

Вернемся к задаче теории упругости. Пусть Т — любой

тензор, удовлетворяющий уравнениям (5) и краевому условию (8),
а Г0 — решающий нашу задачу тензор упругих напряжений.
Тогда Г0 есть проекция тензора Т в подпространство Фь Так как

(Т - То) efe то (Го, Т - То) - 0 и

1|Г||2 = ||Г0||2 + ||Г-.Г0||2>||Г0||2. (И)

Неравенство (11) выражает принцип Кастильяно: из всех

тензоров, удовлетворяющих уравнениям равновесия и краевому

условию на свободной части границы, наименьшую

потенциальную энергию деформации сообщает телу тензор упругих
напряжений.

Обозначим через Uo вектор смещений, соответствующий
тензору упругих напряжений Г0. Из формул (14) § 29 и (4) § 14

заключаем, что |u0|2 = 2HP(u0), где W{uo) — потенциальная

энергия деформации, соответствующей смещению и0. Теперь формула
(5) показывает, что ||Г|| = |и0|; отсюда, как было показано

выше, вытекает возможность оценки приближенных решений,
построенных по методу Ритца и по методу ортогональных
проекций. Вывод соответствующих формул мы предоставляем
читателю.

§ 65. Метод Трефтца

Другой метод, позволяющий оценивать снизу минимальное

значение функционала энергетического метода, связан с именем

Е. Трефтца [1]. Особенностью этого метода является построение
некоторого положительного функционала, минимум которого
ищется в классе функций, удовлетворяющих данному
дифференциальному уравнению, но не подчиненных никаким краевым
условиям. Сам Трефтц изложил (без доказательства сходимости)
свой метод применительно к задаче Дирихле для уравнения
Лапласа. Этому случаю мы и посвящаем настоящий параграф;
в последующих параграфах будут рассмотрены некоторые
обобщения метода Трефтца.

Пусть требуется найти гармоническую в области Q функцию,
удовлетворяющую краевому условию

u\$ = f(P), V)



§ 65. МЕТОД ТРЕФТЦА 317

где f(P) —функция, которую мы для простоты предположим
непрерывной на границе S. Искомую функцию можно определить
(см. § 25) как функцию, минимизирующую интеграл

А (и)- J*(grada)2dQ (2)

по сравнению с любой другой функцией, удовлетворяющей
условию (1).

Метод Трефтца состоит в следующем. Допустим, что нам

дана последовательность линейно независимых гармонических в

Q функций {фп}, полная в следующем смысле: какова бы ни была

гармоническая в Q функция ф, квадратично суммируемая в Q
вместе со своими первыми производными, можно по заданному
числу е > 0 найти натуральное число п и постоянные ось о&2, ...

..., ап такие, что

Л (ф~]£ад)*] = J* gradU-J0***) f <&<*-

Будем искать приближенное решение нашей задачи в виде
п

ип= 2 адрь где./г — произвольно выбранное число; коэффици-

енты аи найдем из условия

Л (и — ип) = тт, (3)
где и — искомое решение задачи. Приравнивая нулю производ-

дЛ (и--ип)

Н

А(ип-и, ф*) = 0, fe=l, 2, ..., п, (4)

где для краткости обозначали Л (и, v) ~ J grad и grad v dQ. На

первый взгляд может показаться, что система (4), кроме
коэффициентов ^, зависит еще от неизвестной функции и. На самом

деле это не так. Чтобы убедиться в этом, воспользуемся
формулой Грина, по которой

A(un-U, <pfc)=*- J (un-u)A<fkdQ + J (un-u) -j^-dS,
Q S

где v
— внешняя нормаль к S. Но Ащ = 0, поэтому первый

интеграл исчезает, и мы приходим к системе

(un-u)-^-dS = 0, k=l, 2, ..., я. (5)

ные —^-——, мы легко придем к системе уравнений

J
5
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Значение искомой функции и на S известно и равно /. Заменяя
п

и через f и ип через 2 <ЗДРь мы получаем окончательно следую-

щую систему линейных алгебраических уравнений

1[iaij(?i-^-dS = jf-TrdS> *-l. 2, .... я. (6)
/-1 S S

Исследуем ближе систему (6). Непосредственно видно, что

ип не изменится, если и изменить на постоянную, так как это не

изменит функционала (3). Далее, если ип есть приближенное
решение, полученное по методу Трефтца, то ип + const будет
таким же решением. Имея это в виду, будем считать, что

средние значения гармонических функций и и <рь, взятые по

границе S, равны нулю. Это равносильно вычитанию некоторой
постоянной из каждой такой функции. Теперь нетрудно доказать

разрешимость системы (6). Допуская противное, мы найдем, что

однородная система

2a/0)J (p/-^dS=0> *-!» 2> •••• *• го
/-1 5

п

имеет нетривиальное решение. Положим 2 aPty,**©. Тогда (7)

принимает вид

Jt>4£.rfS = 0, *-l, 2, ..., п.

s

Умножая на а40) и суммируя, получим

J.£«-o.
S

По формуле Грина

jv*jLdS- §(gradv)2dQ-^vAvdQ.
S Q Q

Интеграл слева равен нулю; кроме того, Ди = 0, так как

функция v гармоническая. Отсюда следует, что

J(gradt02dQ = 0,
8
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что возможно только, если grad v s= 0 или v = const. Но так как

п

среднее значение v\s равно нулю, то v— 2 а^Ф, = 0. Теперь из

/-I
'

линейной независимости функций ф^ следует, что я^0) = 0,

вопреки предположению.
Раз система (6) разрешима, приближенное решение ип

может быть построено при любом п. Докажем теперь, что

А (!«„)< А (и). (8)

Положим и — ип = wn. Тогда А (и) = А(ип + о>п) = Л(ип) +
+ 2А(un,wn) + A(wn). Но А(ип, wn) = A{uny u-un) =

п

= 2^Л(фь и — ип) = 0 в силу уравнений (4). Теперь Л(м) =

= А(ип) + Л(ште), откуда непосредственно вытекает
неравенство (8).

Исследуем сходимость метода Трефтца. Будем считать, что

граница S имеет непрерывную кривизну. В § 32 было доказано,
ди »

что оператор -^
положительно определенный в пространстве Я,

которое состоит из гармонических в Q функций, представимых
посредством функции Грина через свои предельные значения;
последние предполагаются .квадратично суммируемыми и

удовлетворяющими равенству | udS = 0. Так как -у- положитель-

s

но определенный оператор, то существует такая положительная

постоянная у, для которой верно неравенство *)

j v^dS^fj v2dS, ve*H. (9)
5 s

Так как средние_значения u\s и <pk\$ равны нулю, эти функции
суть элементы Я. По предположению о полноте

последовательности {щ} можно по данному г > 0 найти натуральное число N

и постоянные ось аг, ..., aN так, чтобы

Тем более А (и — uN) < е, где uN — приближенное решение,

построенное по методу Трефтца. При я> N А {и — ип)<*С
•^А{и—uN) < е. Функция и — ип гармоническая, и по формуле

х) Мы пишем это неравенство, предполагая функцию v вещественной.
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Грина

Л{u-uj- J («-«„)
Hu~Un) dS.

s

В силу неравенства (9)

\(u-unfdS<^. (10)

Пусть G (P, Q) — функция Грина области Q. Тогда

ы(Р)-«„(Р)= J(«(Q)-»«(Q))aG(a;Q)^-
S

Допустим, что Р меняется в некоторой замкнутой области, цели-

^ т 4. dG(P, Q)
ком лежащей внутри Q. Тогда, как известно, функция ^—-
ограничена, так же как и все ее производные по координатам
точки Р. Применяя к (11) неравенство Буняковского и

используя оценку (10), найдем, что и— ип—>0 равномерно в любой

замкнутой области, целиком лежащей внутри Q.

Дифференцируя (11), мы тем же путем убедимся, что

производные любого порядка от ип равномерно сходятся к

соответствующим производным от и в любой замкнутой области,
целиком лежащей внутри Q 1).

В заключение заметим, что при составлении системы (6) нет

нужды фактически приводить к нулю средние значения функций
и и щ. Действительно, если заменить и на и + с и щ на щ + с&,

где с и ck
— постоянные, то коэффициенты и свободные члены

в (6) примут следующий вид:

о о о о5

Но

J %■*>-*.
так как функция щ гармоническая. Отсюда видно, что

изменение и и щ на постоянные не меняет системы (6).

!) Напомним, что мы считаем среднее значение как и, так и ип равным

нулю; без этого сходимость ип->ы, вообще говоря, не имеет места. Утвер-.
ждение о сходимости производных справедливо независимо от того, равны
или не равны нулю упомянутые средние значения.



§ 66. БИГАРМОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 321

§ 66. Бигармоническое уравнение.
Метод негармонического остатка

Некоторое видоизменение метода Трефтца было предложено
3. X. Рафальсоном [1, 2] для случая бигармонического
уравнения 1).

Как было установлено в § 30, интегрирование
бигармонического уравнения

Д2и = / (1)
при краевых условиях

"U = 0, -g-|t = 0 (2)

равносильно задаче о минимуме функционала

F {и) = (ДЧ и) - 2 {и, f)= j {{Auf - 2fu) dS (3)
s

при тех же условиях (2). В том же параграфе установлена
разрешимость этой задачи с помощью энергетического метода.

Метод негармонического остатка основан на следующей
теореме.

Теорема 1. Пусть и(Р)— любая функция, которая

непрерывна в S вместе со своими первыми и вторыми производными
и удовлетворяет краевым условиям (2) на границе L области S.

Пусть, далее, q (P) — любая функция, удовлетворяющая в S

уравнению
bq = U (4)

непрерывная и непрерывно дифференцируемая в 3 = S + L2).
Тогда

F(u)>- j q2dS.
s

Доказательство очень просто. Имеем

jfudS = j ubqdS= j qMdS+j(u^-q~)dL^j qMdS

1) Упомянем в этой связи весьма интересные и значительно более
ранние работы С. Зарембы [3, 4], многие результаты которых близки к резуль*
татам 3. X. Рафальсона.

2) Мы допускаем, что такая функция существует,

21 С. Г. Михлин
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в силу условий (2). Теперь

F (й) + J q2 dS = j {(Ли)2 - 2uf + q2} dS -

= J {(Au)2 - 2q АЙ + q2} dS = J (АЙ - q)2 dS > 0,
s s

что и требовалось доказать.

Если принять и = «о, где «о — решение бигармонического
уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2), то по

доказанному

F(u0)>-\q2dS. (5)
s

Обычно найти какое-либо решение уравнения (4) не

представляет затруднений, и тогда интеграл
— \ q2dS= — \\q\f даст

s

нижнюю границу для минимума функционала (5). Дальнейшее
сводится к тому, чтобы эту границу уточнить. Это делается

таким образом. Возьмем последовательность функций {щ{Р)}>
гармонических в 5, непрерывных и непрерывно дифференцируемых
в S. Мы будем считать их ортонормированными в 5, так что

г ( 0, кФт,
(фь Фт) = J Фй (Р) Ч>т(Р) dS==\ I k = m

s
'

Этого всегда можно добиться, применив к взятой
последовательности процесс ортогонализации. Положим теперь qn(P) =

п

= q{P)~^£i(q, щ)щ(Р)- Функция qn(P) удовлетворяет всем

условиям теоремы 1, и в качестве нижней границы для величины

F(u) мы получаем теперь величину —1| qn II2, которая, как легко

видеть, равна
п

-||<7nll2=-H<7lP+2(<7, Фа)2 (6)

и, вообще говоря, больше чем —II q II2. Допустим теперь, что

последовательность {q>k(P)} полна на множестве функций,
гармонических в 5 и принадлежащих пространству £г(5); это

множество обозначим через G. В известных условиях можно доказать,

что тогда

оо

^Ы=-1ЫР+2(<7. Ф^)2. (7)
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где «о —интеграл уравнения (1), удовлетворяющий условиям

(2). Доказательство основано на следующем построении.

Можно доказать1), что множество G образует
подпространство в L2{S). При известных ограничениях, наложенных на вид

области S, можно доказать, что функции из подпространства G

допускают сколь угодно точную аппроксимацию в среднем
гармоническими функциями, непрерывно дифференцируемыми в S 2)„
Это будет, например, если область S — звездная, т. е. если

внутри S найдется такая точка, что любой исходящий из нее луч
встречает границу области не более чем в одной точке3). Можно

указать и другие достаточные признаки. Функции,
принадлежащие ортогональному подпространству & = L2(S) Q G, будем
называть негармоническими остатками. Из самого определения
следует, что если v(P) —гармоническая квадратично
суммируемая в 5 функция, a w(P)—некоторый негармонический
остаток, то (v, w) = J v(P) w (P) dS = 0. Положим Au0 — ш0. Нетруд-

s

но видеть, что Доо
— негармонический остаток. Действительно,

пусть v(P)— гармоническая в S функция, непрерывно

дифференцируемая в S. Тогда (w0, v)= \ vku0dS или, если воспользо-

s
ваться формулой Грина,

К, v) = juQAvdS+$(v^-u0^L)ds = 0,
S L

так как Av = 0, а и0 удовлетворяет условиям (2). Если v(P) не

непрерывно дифференцируема в 5, то аппроксимируем ее

непрерывно дифференцируемой гармонической функцией vn(P)\
переходя к пределу в равенстве (ау0, vn) = 0, найдем, что (w0, v) = 0.

Имеем Ддоо = Д2«о = f- Положим q = v0 + w0. Тогда Ду0 =
= kq— Ддоо = 0 и, следовательно, (до0, Vo) = 0. Функция q
разложена на два ортогональных слагаемых v0 e G и w0 e (2.
В таком случае || q ||2 = || v01|2 + || йУ0Н2, или

Но II2 = 11Я IP -llfo IP. (8)

1) Эта теорема принадлежит Г. Вейлю [2]. Ее доказательство можно
найти в статье 3. X. Рафальсона [2]; на более общий случай уравнения
эллиптического типа второго порядка эта теорема распространена

автором [11].
2) Ниже мы будем предполагать, что такая аппроксимация возможна.
3) См., например, 3. X. Рафальсон [2].

21*
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Из сказанного выше ясно, что ортонормированные функции
фп (Р) образуют в G полную систему. Отсюда

v0(P)= 2 (°о. Ф»)Ф»(Р) и К И2- 2 U, Ф.)2*
/1=1 /г=1

При этом (у0, Фп) = (<?, Фп) — (wo,фп) = (<7, фп), так как w^u фп
принадлежат взаимно ортогональным подпространствам G и G

оо

и поэтому (яу0, фп) = 0. Теперь || v01|2 = 2 (<7, Фп)2- Подставив

это в (8), получим

HwoPHIflP-Sfo. Ф»)2- О)

С другой стороны, || w0 IP = || Да0 IP = J (A«0)2dS. Сравнив это с
s

формулой (15) § 30, найдем, что || йУ01Р = |"о|2== — ^тт(«), и

формула (7) доказана. Сохранив в ряде (7) конечное число

членов, мы получим величину меньшую, чем Fmin(u), и сколь

угодно к ней близкую, если взятое число членов достаточно

велико.

Из проведенных выше вычислений легко вытекает формула
оо

w0 (Р) = А«0 = q (Р) = - 2 (Я, Ф«) Ф» (Р); (Ю)

зная t^o(^), можно восстановить функцию щ(Р) по формуле

«^)=2кЯШо(д)1пгАэ' (11)
S

где г— расстояние между точками Р и Q. Вывод формулы (11)
дан в статье 3. X. Рафальсона [2].

§ 67. Обобщение метода Трефтца

Метод Трефтца был обобщен на широкий класс краевых
задач в работах М. Ш. Бирмана [3], [5], [6]. Допустим, что в

области Q требуется проинтегрировать линейное дифференциальное
уравнение

Lu-f(P) (1)

при некоторых краевых условиях, которые для простоты будем
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считать однородными:

G{u\s = 0, G2«|5 = 0, ..., Gru\s = Ot (2)

и пусть оператор Л, совпадающий с дифференциальным
оператором L на функциях, удовлетворяющих условиям (2),
положительно определенный. Тогда, как нам известно, функция и0(Р),
удовлетворяющая уравнениям (1) и (2), реализует минимум
функционала 1)

F(u) = (Au9 и)-2 (и, f), (3)
причем

^mln" = ~ I Щ Р = - (АЩ, U0). (4)

Обобщенный метод Трефтца строится, в общих чертах,
следующим образом: составляется новый функционал ср(и),
который рассматривается только на функциях, удовлетворяющих
дифференциальному уравнению (1); удовлетворение каким бы
то ни было краевым условиям не предполагается. От
функционала ф(и) потребуем, чтобы он достигал минимума на функции
и0(Р)у удовлетворяющей уравнениям (1) и (2), и чтобы

фт1п(«) = ф(«о)==1"оР- (5)

Заметим, что на решениях уравнения (1) функционал ф(и)
необходимо положителен — это вытекает из формулы (5).

Пусть теперь и(Р) — любое решение уравнения (1). Из
формулы (5) следует тогда, что у(и)^\и0\2 и, следовательно, —ф(ы)<!
"CFmin(u). Таким образом, —ф(а) можно принять за число б

в неравенствах (4) и (5) § 59. Далее, пусть ип(Р), п = 1, 2,...,
есть минимизирующая для функционала ф(и)
последовательность решений уравнения (1), так что lim Ф («J = | и р. Тогда

/г-»оо

—(p(Un)-^F'min(tt), и мы получаем последовательность чисел

бп = —ф(«п), которые при достаточно большом п сколь угодно
мало отличаются от d = /rmin(").

В каждой конкретной краевой задаче дело сводится, таким

образом, к выбору подходящего функционала ф(а).
В §§ 68 и 69 мы кратко изложим принадлежащее М. Ш.

Бирману [6] построение функционалов ф(и) для важнейших краевых

задач, связанных с уравнением Пуассона и уравнением изгиба

пластинок; как мы увидим, функционал ф(и) строится не единг

ственным образом, так что для каждой краевой задачи

существует бесчисленное множество «методов Трефтца». Заметим
еще, что обычно удается доказать сходимость минимизирующей
последовательности к точному решению задачи; тем самым

1) Для простоты ограничимся случаем вещественных функций,
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метод Трефтца оказывается пригодным и как еще один метод

приближенного решения краевых задач.

Отметим, что в цитированной статье М. Ш. Бирмана
функционалы обобщенного метода Трефтца построены и для

некоторых более сложных задач теории тонких пластинок.

§ 68. Применение к уравнению Пуассона

Рассмотрим задачу об интегрировании уравнения Пуассона

-Д«-/(Р) (1)

при смешанных краевых условиях (Si + S2 = S)

u\s***0, • (2)

ti-+4r0' a>0- (3)

В данном случае, как легко получить интегрированием по

частям и использованием краевых условий,

\и|2 = (- Да, и) = Г (gradи)2dQ + f аи2 dS. (4)

Чтобы упростить изложение, допустим, что решением нашей
задачи служит^функция, непрерывно дифференцируемая в

замкнутой области Я = Я + S.

Выберем какую-либо неотрицательную функцию а,

определенную на всей поверхности 5 и удовлетворяющую неравенству

д<а на S2. (5)
Положим теперь

Ф (и) - j (grad и)2 <Ш + Г ди2 dS + f-^ (|£ + duf dS. (6)
Q S Si

Соответствующий билинейный функционал имеет вид

ф(и, v)= grad и • gradadQ + I auvdS +
q s

s2

при этом

ф(« + ^)^ср(и) + 2ф(и, v) + 9(o). (8)
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Очевидно, всегда ф (и) > 0. Отметим еще два важных свойства

функционала ф(и):
а) Если функция и(Р) удовлетворяет краевым условиям (2)

и (3), то ф(и) = |м|2. Действительно, в этом случае на S2
_= ^-ви. Подставив это в (6), легко найдем

ф(ы)= [ (gradufdQ+ (ou2dS + f au2dS.

Q S2 S,

В силу условия (2) последний интеграл исчезает, и сравнение с

формулой (4) дает ф(и) = |и|2.
б) Если и(Р) удовлетворяет условиям (2) и (3), a v(P) —

произвольная гармоническая функция, непрерывно

дифференцируемая в й, то ф(и, v) = 0. Действительно, беря первый интеграл
в (7) по частям и учтя краевые условия, которым удовлетворяет
функция и(Р), получим

<р(ы, у)= - Г uAvdQ + Г u^dS + Г 6uvdS +
'

+j^{z+H(4+-)ds-
s2

Теорема 1. Из всех решений уравнения (1), непрерывно
дифференцируемых в Q, наименьшее значение функционалу ф (и)
сообщает решение- и0(Р), удовлетворяющее краевым условиям

(2) и (3). При этом

Фпнп (и) - Ф0 (и) = | и0 р. (9)

Пусть и(Р) —решение уравнения (1), непрерывно

дифференцируемое в Q. Положим и = Uo + v, так что Ду = 0, т. е.

функция v гармоническая. По свойству б) ф(«о, v) = 0. Теперь из

формулы (8) следует, что при ифб, т. е. при ифщ,

Ф (и) = ф (и0 + v) = ф (ц,) + ф (у) > ф (ы0). (10)

Но это и означает, что q>m\n(u) = ф(а0). По свойству а) ф(и0) =
= |и0|2, так как «о удовлетворяет краевым условиям (2) и (3).
Теорема доказана; одновременно установлено, что функционал
ф(и) удовлетворяет всем требованиям § 67.

Пусть теперь ип(Р), п =1,2, ..., есть последовательность

решений уравнения (2), минимизирующая для функционала
Ф(а), так что lim ф(иЛ) = ф(и0). По формуле (10) имеем
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<р(ип) =<р(нп — мо)+ф(«о)- Отсюда непосредственно следует,
что lim q(un — ы0) = 0. На основании формулы (6) заключаем,

что тогда в среднем по Q будет grad ип —> grad u0. Если еще

о > О, то ип—>щ в среднем по поверхности Sx и ~7Р"~>~7зГ~
в среднем по S2.

Остановимся на двух наиболее важных частных случаях.
1. Пусть S2 отсутствует, так что и = 0 на всей поверхности S,

и наша задача есть задача Дирихле для уравнения (1). В этом

случае

ф (и)« Г (grad и)2 dQ + Г то2 dS, (*)

где о—произвольная, неотрицательная на 5 функция.
Если иП9 п = 1, 2, ...,

—

минимизирующая
последовательность для функционала (*), то, как было указано выше,

grad ип—> grad щ в среднем в Q, и если а>0, то ип -> а0 в

среднем по S. Пользуясь неоднократно упоминавшимися
«теоремами вложения» С. Л. Соболева, можно доказать, что ип -> и0

в среднем в Q; так как ип суть решения уравнения (1), то

отсюда, как известно, следует, что ип -* и0 равномерно вместе со

всеми производными в любой замкнутой области, целиком

лежащей внутри Q.
Можно положить в (*) а == 0, и это будет в точности

соответствовать методу самого Трефтца. При этом, если ип —

минимизирующая последовательность, то можно только утверждать,
что grad un —► grad u0i но сходимость самих функций утверждать
нельзя. С этим фактом мы столкнулись в § 65.

2. Рассмотрим задачу Неймана
ди

dv s=o. (ii)

Как мы знаем (§ 24), эта задача разрешима, если fdQ = 0,
Q

и решение единственно, если дополнительно потребовать, чтобы

udQ = 0. В этом случае можно положить

Ф (") = Г (grad и)2 dQ - а Г и2 dS + ~ Г (|£ - au^dS, (12)

где а — достаточно малая положительная постоянная. Можно

доказать1), что функционал (12) удовлетворяет всем

требованиям, сформулированным в § 67.

1) См. М. Ш. Бирман [6].

1
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В задаче Неймана обобщенный метод Трефтца имеет то

преимущество перед методом ортогональных проекций, что при
отыскании минимума функционала (12) нет нужды подчинять

функцию и каким бы то ни было краевым условиям. В задаче

Дирихле это преимущество отпадает, так как тогда в методе

ортогональных проекций для той же задачи Дирихле векторы w

не подчинены никаким краевым условиям.
Обобщенный метод Трефтца легко распространяется на

эллиптические уравнения второго порядка с переменными
коэффициентами, а также на случай неоднородных краевых
условий.

§ 69. Обобщение метода Трефтца на задачу
об изгибе свободно опертой пластинки

Переходя к задачам об изгибе тонких пластинок, связанных

с бигармоническим уравнением, мы ограничимся двумя
простейшими случаями жестко закрепленного и свободно опертого края,
и для каждого из них укажем одну (по нашему мнению,

простейшую) форму функционала метода Трефтца. Для случая
жестко закрепленного края такая форма приведена в § 66; в

настоящем параграфе мы рассмотрим пластинку со свободно
опертым краем.

Построению функционала метода Трефтца мы предпошлем
вывод одного вспомогательного тождества. Формулу (6) § 30

представим в виде

S . L

__ (* / dw d2w i . dw d2w , dw d2w , dw d2w , \
~

J \di~d*raX'ir dy дхдуйу dx 1х~^ах~~~дГ~д$гС1у)-
L

Нетрудно видеть, что выражение под знаком контурного

интеграла инвариантно относительно переноса начала и поворота

декартовых осей координат. Имея это в виду, заменим в каждой
точке контура L оси х и у внешней нормалью v и касательной 5.

При этом, очевидно, dv = 0 на контуре, и мы получаем

оСС[(д2и>\2 d2w д2хюЛ * , Г (dw dw \ , /1Ч

5 L

В формуле (1) величины wvs и wss суть вторые производные по

направлениям касательной к нормали, вычисленные в предполо-
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жении, что направления касательной и нормали не меняются;

более определенно

wvs= -J^-cosW, x)cos{s, х) + j^ [cos (v, *)cos(s, У) +

+ cos(v, */)cos(s, x)] + -j~2
cos (v, #)cos(s, y)\

d2w 9 / \ , л д2до / \ / \ ,
d2w 9, ч

wss = ~^r cos2 (s, x) + 2-^^cos(s, *)cos(s, */) + -^r cos2(s, y).

Вычисления, аналогичные тем, которые были проведены в § 30,
показывают, что

д ) dw\ 1 dw d2w . 1 dw

p ds ' Wss ds2 r
p dv '

где p
— радиус кривизны контура. Подставив последние

выражения в (1), получим

П1 (dw\2 , 1 /ЗаЛ2 . dw d2w dw д (dw \] ,

р I dv J + р \ as j + dv ds2 ds ds\dv )\as'
L

Так как контур L замкнутый, а функция w и ее производные
предполагаются однозначными, то интегрирование по частям

дает

Г dw d I dw \ *
_

Г dw d2w «

J ds ds [dv )aS~ J dv ds2 aS>

L L

что приводит к искомой формуле

s

П0
dw d2w . 1 / dt» \2 . 1 / dw \21 ,

/ft4

L

Заменяя в (2) w сперва на и + и, а затем на а — v и вычитая,

получим еще одну полезную формулу:

Ш2
d2a d2v

__ _afw _с^_ _ <Ри_ d2v\
dS e

d# di/ d* d# dx2 d#2 dy2 dx2 )
$

ndu
d2v . dv d2u

,
1 du dv . Иц gp\ ,o\

dv as2 + dv ds2 + p av av + p ^ "aFj4 ^ '



\
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В задаче о свободно опертой пластинке приходится
по-разному строить функционал обобщенного метода Трефтца в

зависимости от того, будет ли контур пластинки целиком выпуклым

или он содержит и невыпуклые части. Если контур L выпуклый,
то можно положить

L

здесь а — постоянная Пуассона, которую мы считаем

положительной.

Докажем, что функционал (4) обладает всеми свойствами,
перечисленными в § 68.

а) Для любой функции w имеем <р(ау)>0, так как контур L

выпуклый и, следовательно, р > 0.

б) Составим билинейный функционал

/ \ ГГ/^и (?2f , о d2" d2v , д2и d2v\<0 ,

+!и*-(5+Ш[*-(£+|1а]<- <5»
L

Докажем, что ф(и, у) = 0, если и удовлетворяет условиям на

свободно опертом крае

«Ь-0. [А«-±=2.^]£-0, (6)

а и удовлетворяет бигармоническому уравнению

Д2у = 0. (7)

Для доказательства заметим, что, в силу условий (6) на

контуре L,
А / д2и , 1 ди \ А 1 ди а ди

что позволяет упростить контурный интеграл в (5). Далее,

Ш&и_д^10
д2и d2v . д2и d2v\,q___

дх2 dx2~*~Z дхду дхду~т~ ду2 ду2)а^
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что, в силу формул (3) и (6), принимает вид

S L

Теперь
Ф (и, и) — I | &и Да dS — Да — ds.

s l

Заменив в формуле Грина [формула (19) § 7] у на Ди, найдем

[[kukvdS= HuA2vdS+ H^Av-u^-^ds.
S S L

Отсюда

Ф {и, v) = Г Г u&?v dS — \u ~^- ds,

s l

что равно нулю в силу уравнений (6) и (7).
в) Пусть w — произвольное решение уравнения изгиба

пластинки D Д2ш = q, и Доо
—

решение этого уравнения,
удовлетворяющее условиям свободного опирания. Функция v = w — ш0

удовлетворяет уравнению (7); по доказанному ф(ау0, v) = 0.

Теперь имеем

Ф (w) = ф (ш0 + v) = ф (wQ) + 2ф {w0, v) + ф (и) = ф (о>0) + ф (у).

Отсюда видно, что фтш(^) = ф(^о)«
г) Вычислим ф(шо). Используя условия (6), которым

удовлетворяет функция куо, найдем

^-Я[(№*(та^+(т51Л"+'11(№-
S Л

Те же условия (6) позволяют представить тождество (2) в виде

L S

Подставив это в ф(доо), получим

/ \ ГГГ^2^о\2 , о ^2^о д2аУо , ( d2w0\2 . оп ^ч^2^о\2"Ьо

S

по формуле (21) §30 y{w0)**\wof.
Если контур L содержит невыпуклые участки1), то

функционал (3) перестает быть положительным и делается непри-

*) На таких участках р < 0.
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годным для наших целей. В этом случае можно положить1)

L

где аир — положительные постоянные, причем постоянная а

достаточно мала.

§ 70, Прием М. Г. Слободянского

В некоторых случаях для получения оценки функционала
энергии удобно снизу воспользоваться простым приемом,
предложенным М. Г. Слободянским [6]. Этот прием,
представляющий некоторое обобщение упоминавшегося выше

преобразования Фридрихса, состоит в следующем.
Пусть А — симметричный положительно определенный

оператор,
(Аи9 и)>у2\\и\?, (1)

и пусть и0 — решение уравнения

Ла~/. (2)

Допустим, что оператор А удалось представить в виде суммы

А-%Ак9 (3)

причем каждый оператор Ah симметричный и положительный.

Пусть U означает набор элементов uit и2, ..., ир таких, что

uh принадлежит области определения оператора Ah и

удовлетворяется уравнение

l>Akuk = f. (4)

Составим функционал

V(tf)-1(A№. щ). (5)

Имеет место

Теорема 1. Функционал 4?(U) достигает минимума при
uh в uo, k = 1, 2, ..., р\ при этом

min4?(U) = \u0\2. (6)

1) См. М. Ш. Бирман [6].
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Положим щ
= uk — «о- Тогда

р р р

2 Акцк = 2 Акщ - 2 AkuQ = f - Л«0 - 0. (7)
&=i fe-i fe=i

Теперь
p

^ (*/) = 2 (4k («o + 4k)i ^o + Л*) = И«1о, "о) +
р р р

+ 2 (^*Л*э "о)+ 2 {АкЩ* %>)+ 2 (4ьЛь Л*)*
fe=l fe=l fe-1

В силу равенства (7) 2 (АкЦь «оНО, 2(4% 4*) =

= 2 (ио> Акг\ь) = 0, и мы получаем

Так как операторы Ак положительны, то ^{V)^\uQf\ знак

равенства возможен только тогда, когда щ
= 0, к = 1, 2, ...

, р,
т. е. когда ик = щ, k = 1, 2,..., р.

В самом общем случае можно положительно определенный
оператор А представить в виде А = At + Л2, если взять любую
постоянную с так, чтобы 0 < с < у, и положить Ахи = Аи — сщ

А2и = си. При этом ¥(1/) = {Aui — cwi, аА) + с(и%, и%); элементы

Ui и «2 связаны уравнением Ащ — cut + сщ = /. Отсюда

W ((/) = (Ащ — сы1э г^) + — (f — Ащ + сии f — Ащ + сщ); (8)

здесь Wi
— произвольный элемент области определения

оператора Л.
Отметим еще некоторые частные случаи. Если

т

А»=-Ъ-&7ЫрЧ&)+с{Р)и,
где С(Р) —строго положительная функция, и если краевые
условия таковы, что оператор

т

положителен на множестве функций, удовлетворяющих этим

условиям, то можно положить AzU «= С(Р)и и Л = ЛА + Л2.
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Функцию щ можно выбрать произвольно, но так, чтобы она

удовлетворяла краевым условиям задачи, тогда и2 определится
из уравнения

т

-2ж7Кжг)+С(Я)«2 = /(Р);

при этом

т

В частности, если краевое условие имеет вид u\s = 0, то этому
же условию удовлетворяет и функция щ. Интегрируя по

частям, приведем 4я (I/) к виду

г [ т 1

Q I/, ft=i J

Рассмотрим еще уравнение

при краевых условиях

„(*)(а) = „(*)(&) = 0, ft-0, 1, 2, ..., /ц-1.

Если коэффициенты таковы, что рт(х)^р>0, р&(л:)>0, то

можно положить

AkU~{~l*£[Pk{x)1&]9 *"°' lf 2> ■•- m;

a(/)(a) = tt(,,(ft) = 0f /<*-l.

В нашем случае /7 = («о, tfi, «2, ..., wm); функции uh связаны

уравнением
т

2<-'>'^М*)||-]-№);
функционал Ч?(и) имеет вид

a fe»Q
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§ 71. Двусторонние оценки функционалов

Иногда бывает важным найти не самое решение уравнения

Au-f% (1)

а только некоторый, связанный с этим решением функционал
вида (и, g), где g—некоторая данная функция. Из ряда работ,
в которых трактуется эта задача, мы выделим работу М. Г. Сло-

бодянского 1) [4], краткое изложение которой будет дано в

настоящем параграфе; в конце параграфа будет сказано еще об

интересной работе Т. Като [1].
Пусть А — симметричный положительно определенный

оператор, и пусть требуется вычислить скалярное произведение
("о, g), где g

— данный элемент гильбертова пространства, в

котором действует оператор Л, а щ
— решение уравнения (1).

Простейший способ решения этой задачи таков: строим
приближенное решение ип уравнения (1) и полагаем приближенно

(щ> g) = (Un, g)- (2)

Погрешность этого приближенного равенства легко оценивается

по неравенству Коши — Буняковского

I («о, g)j- (и*, g) I = I ("о - иП9 g) I < || g II • IK - ип ||. (3)

Если ип построено, например, по энергетическому методу, то

величину || i/o — un II можно оценить, воспользовавшись каким-

нибудь встречным методом. Равенство (2) можно уточнить
Пусть vo удовлетворяет уравнению

Av - g, (4)

и пусть vn — его приближенное решение. Положим

Aun = fn, Avn=--gn9 bn = (un> g) + (f-fn, vn). (5)

Положим приближенно

(щ. g) = Ьп (6)

и оценим погрешность этого неравенства. Легко проверить
тождество (uo,g)—bn=(u0 — tin, g

— gn). Искомая погрешность

I (Щ -иП9 g-gn)\ = \ ("о - "я. A (v0 - vп)\ = | [щ - ип, v0
- vn] |,

и по неравенству Коши — Буняковского

1(«о, g)-bn\^\uo-un\-\v0-vn\. (7)

*) См. также работы этого автора [1], [2], [7].
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Правую часть можно оценить методами, установленными в

настоящей главе, если ип и vn построены по энергетическому
методу или по методу ортогональных проекций 1).

Приведем еще, не останавливаясь на выводе, некоторые результаты
Т. Като [1]. Пусть А = Т*Т\ относительно операторов Л, 7\ Т* примем
условия § 62. По-прежнему пусть и0 удовлетворяет уравнению (1). Пусть еще

и и v — произвольные элементы из области определения оператора Г, а и\
v' — произвольные решения уравнений Т*и' = /, T*v' = g. Положим
a =(u,g) + (f,v) — (Tu,Tv), Р = (и', v'). Тогда погрешность приближенного
равенства

(«о, *)-(а + Р)/2 (8)
не превосходит величины

|| Ги-а'II-II 7*-о* Ц/2. (9)

§ 72. Оценка погрешности, проистекающей
от ошибки в уравнении

Часто бывает выгодно заменить данное уравнение

Au = f (1)
близким, но более простым уравнением, которое мы запишем

в виде

Яи-f. (2)

Возникает вопрос, насколько такая замена отразится на

решении, иначе говоря, как судить о степени близости решений
уравнений (1) и (2), если мы как-то можем судить о степени

близости операторов А и В.
В настоящем параграфе мы сформулируем некоторые

результаты, содержащиеся в статьях автора [9], [10], [17]; полное

изложение этих результатов содержится в книге автора [26].
Будем считать, что операторы А и В положительные и что

соответствующие им энергетические пространства НА и Нв
состоят из одних и тех же элементов. Можно доказать, что тогда

найдутся такие положительные постоянные а4 и аг, что для

любой функции и е НА (или, что то же, и е Нв) справедливо
неравенство

а,|«|в<Мл<а2|ы|1. (3)

Коль скоро операторы А и В даны, определение постоянных а4
и 0&2 обычно не наталкивается на особые трудности, и мы будем
считать эти постоянные известными.

Если щ и щ суть решения уравнений (1) и (2), так что

Аи0 = / и Вщ = /, то имеет место неравенство

.

. |и1-Ио1в<л|и1Ь. (4)
1) В работе М. Г. Слободянского [7] намечено построение формулы,

более точной, чем формула (6).

22 С. Г. Михлир
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в котором постоянная т] определяется формулой

Л = max (Iа, - 1 1/сц; | ct2
— 1 |/а2). (5)

Формулы (4) и (5) решают задачу, поставленную в начале

параграфа.
В качестве примера рассмотрим задачу Неймана для эллиптического

уравнения
m

Эта задача состоит (§ 27) в отыскании функции и(Р), определенной в

некоторой области Q, расположенной в пространстве координат Хи *2, •.., хт\

функция и должна удовлетворять уравнению (6) внутри области Q и

краевому условию (v — внешняя нормаль)

2и ^*l^rcos(v' **)
L/. fe-i

-О (7)

Область Q считаем конечной и удовлетворяющей условию конуса (§ 55), а ее

границу S кусочно гладкой. Коэффициенты Aih будем считать ограниченными,
а уравнение (6) невырожденным. Тогда можно доказать существование таких
двух положительных постоянных Цо и Ни что для любых вещественных чисел

t\, t2y ..., tm и при любом положении точки Р внутри или на границе
области Q выполняется неравенство

mm m

i*o2 3< 2 л/*(Р)*/**<|*12*/. (8>

Напомним, что для разрешимости задачи Неймана необходимо и достаточно,

чтобы

1 /(Р)<Ш = 0;
*

(9)

решение будет единственным, если подчинить его условию

u(P)d& = 0. (10)I
Оба эти условия будем считать выполненными.

Введем вещественное гильбертово пространство Н как

подпространство L2(Q), определяемое уравнением (10). В этом пространстве оператор А
положительно определенный на множестве функций, удовлетворяющих
краевому условию (7). При этом

л
т
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Условие (7) естественное, поэтому пространство НА состоит из всех

функций, сообщающих интегралу (11) конечное значение; из неравенств (8)

следует, что НА можно рассматривать как множество функций, сообщающих
конечное значение более простому интегралу

/ш dQ, (12)

Q /-1

В той же области Q будем решать задачу Неймана для эллиптического
уравнения

-2
д

(■»■£)■ ■f(P); (13)

краевое условие имеет вид

[2d Bikl£cos{Vt Xk) ~а

/. k~\ \s
(14)

Пространство Нв состоит из функций, сообщающих конечное значение

интегралу (12), т. е. из тех же функций, что и пространство ЯА.
Составим уравнение с неизвестной Я

\Вп—кАц В12 — ХА12 ... Bin — XAin

I В2\ ~~ Л»А2\ В22 ~~ ™А22

Вщ — ЯАп Вп ■ЯАп Впп ~~ лАпп

-0. (15)

Все корни этого уравнения положительны (ср. § 42). Пусть
*/(/>)—-наименьший, а Я"(Р) —наибольший корень уравнения (15). Тогда, как

известно,
/и т гп

v(р) 2 Btk{P)tftk< 2 Aik{P)uth<w(P) 2 *>*'/'*> о6)

где tj — любые вещественные числа. Обозначим теперь а!« inf Я' (Р),

а2 = sup Я"(Р). В неравенстве (16) заменим Я' на сц, а Я" на а2> отчего
PEQ

неравенство усилится, и положим */ = -^—. Проинтегрировав полученное

неравенство по Q, получим at | и \2В < | и \2А < а2| и ||.
Обозначая через и и v решения задач Неймана для уравнений (16) и

(12), имеем |к—9|<т)|с|, где т] определяется формулой (5). Последнее
неравенство показывает, в частности» что если Ajk(P) ->5^(Я) равномерно
в замкнутой области, то как сама функция и (Я), так и ее первые частные

производные сходятся в среднем в Q к функции v(P) и ее первым частным

производным.

22*



ГЛАВА IX

ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ
СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

§ 73. Теорема о приближениях по Ритцу

Пусть А — действующий в сепарабельном гильбертовом
пространстве Н положительно определенный оператор с

дискретным спектром. Обозначим через A,*, k = 1, 2, ..., собственные

числа этого оператора, расположенные в порядке возрастания,
и через hhn я-е приближение по Ритцу к числу А*.

Теорема. Процесс Ритца дает для собственных чисел

положительно определенного оператора приближенные значения

с избытком.

Прежде всего докажем, что с возрастанием п величина Я/щ
убывает.

Если координатные элементы подвергнуть процессу ортого-
нализации, то это не отразится на числах Я^п; будем считать

поэтому, что координатная система {щ} ортонормирована в Я.

Тогда, как об этом сказано в § 43, ^п, /5=1, 2, ..., п, суть
собственные числа квадратичной формы

п

S [Фл Ф/1в/в/- (О

Обозначим через Еп евклидово пространство п измерений;
совокупность коэффициентов (а4, аг, ..., ап) = а можно

рассматривать как точку в Еп. Через Rn обозначим матрицу Ритца
/г-ro порядка, т. е. матрицу энергетических произведений [фг-, q>j];
U j = 1, 2, ..., п. Матрица Rn порождает в Еп симметричный
оператор, который мы также обозначим через /?п. Числа Xhn —

собственные числа формы (1)— суть также собственные числа

оператора Rn. Заметим, что

п

2 [ф/. Ф/1 а{а, = (Rna, a). (2)

Обозначим через af] коэффициенты Ритца в выражении
п

Щп = 2 df^u 6=1, 2, ..., /г, приближенного собственного
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элемента ukn, соответствующего приближенному
собственному числу Xkn, и через a(ft) «-компонентный вектор aW =

= (a\k\ a{2k\ ..., а\®у Далее, через d<fe) обозначим вектор dW =

= (a(1fe), af\ ..., aj*ib 0). Вектор dW можно отождествить с (я—1)-
компонентным вектором (a[k\ af\ ..., a(*Li)- Вообще, если а =

= (аьа2, ..., ап-1,ап), то будем писать d = (ai,a2,..., fln-i, 0)
и будем отождествлять а с (я—1)-компонентным вектором
(аь а2, ..., ап-\).

Обозначим

Яя-,(й^>, d<2>, ..., <*»-«) = min 2 [фп Ф/]а^7 = min(/?n^1d, d);

(3)
'здесь /?п-1 — матрица Ритца (п—1)-го порядка, а минимум
берется на множестве (п—1)-компонентных векторов,
удовлетворяющих условиям

||dF-2a?-l. (d, d(/))=2^/) = 0, /=1, 2, ...,ft-l. (4)
*=1 i = l

В силу минимаксимального принципа

Ъ.к9П-х>К-Л№. *». .... #*-'>). (5)

Будем теперь трактовать d как /г-компонентный вектор с

нулевой последней компонентой. Тогда, очевидно,

(Rn-X&, d) = (Rnd9 d). (6)

Теперь величину (3) можно определить так: это минимум
квадратичной формы (2) на множестве я-компонентных

векторов а, удовлетворяющих условиям

ЦаР-1; (а, аУ>)-0, /— 1, 2, ...,*-1, (4{)
и дополнительному условию

0»-0. (7)

Если отбросить условие (7), то множество векторов а

расширится, и минимум во всяком случае не увеличится. Но

минимум формы (2) при условиях (4i) есть как раз Kkn- Отсюда
kkn^K-\(tia)> я(2)> •••> dik"l)). Сопоставляя это с неравенством
(5), получаем Kkn^Ckh, п-и что и требовалось доказать.

Таким образом, последовательность Xkn, n = 1, 2, ...,—

убывающая. Ниже будет доказано1), что Mm Хкп**Хк. Но
П-+оо

1) См. гл. XI, § 94, где будет доказана более общая теорема.



342 ГЛ. IX. ДВУСТОРОННИЕ ОЦЕНКИ СОБСТВЕННЫЕ ЧИСЕЛ

монотонно убывающая переменная не меньше своего предела,

поэтому
Ькп ^ **• (8)

Теорема доказана.

§ 74. Некоторые частные приемы

Теорема предыдущего параграфа делает особенно важным

вопрос о приближении к собственным числам положительно

определенных операторов снизу. С одной стороны, такие

приближения, вместе с приближениями по Ритцу, дали бы

возможность надежно судить о погрешности; с другой стороны, такие

практически важные задачи, как задача об устойчивости,
требуют знания приближенных значений собственных чисел
именно с недостатком.

Вопросу о таких приближениях посвящены все последующие

параграфы настоящей главы. В данном параграфе мы коротко
скажем о некоторых отдельных результатах, относящихся к

этому вопросу.
1. Во многих случаях удается построить так называемую

функцию Грина G(P,Q) данного положительно определенного

оператора Л. Тогда собственные числа и собственные функции
оператора А можно найти как характеристические числа и

собственные функции интегрального уравнения

и(Р)-~Х^ G (Р, Q) и (Q) dQQ = 0. (1)
Q

Заметим, что из симметричности оператора А вытекает

симметричность соответствующей ему функции Грина. Рассмотрим
сперва случай, когда

Jj*G2(P, Q)dQPdQQ<oo. (2)
Q Q

Рассматривая G(P,Q) как ядро интегрального уравнения,
обозначим через Gm(P> Q), m = 1, 2, ..., соответствующие ему
итерированные ядра, определяемые известными рекуррентными
соотношениями

G, (P, Q) = G (P, Q), Gm (P, Q) = j G (P, R) Gm-, (/?, Q) dQR.
Q

Введем в рассмотрение так называемые следы итерированных
ядер

ат= [ О» (Я. P)dQ.
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Для следов с четными индексами верна формула

А2«=//о«(Рэ Q)dQPdQQy (*)
Q Q

позволяющая вычислить след, используя вдвое меньшее число

итераций. Если следы а2т вычислены, то нетрудно найти
наименьшее характеристическое число уравнения (1). Именно,
следы ат связаны с характеристическими числами Яь Яг, ...

соотношением
оо

^=£^> т>2' С3)

Пусть характеристические числа расположены в порядке

возрастания. Заменяя в последнем равенстве т на 2т и

отбрасывая все члены ряда, кроме первого, получаем

2т

Я,>1/1/^Г. (4)

Таким образом, приближенное равенство

2т

К ~ 1/У^Г (5)

дает значение А* с недостатком. Можно доказать, что

A,!= lim
2m

т-><х>

M2ffl

так что при т достаточно большом приближенное равенство (5)
будет сколь угодно точным. Если известна кратность р
характеристического числа Я, то вместо (4) можно получить более
точное неравенство

2т

bl>Vpf<hm (6)

и соответственно более точное приближенное равенство с

недостатком

2т

Я, » Vp/a2m • (7)

Заметим, что из ряда (3) можно получить для Я4 и

приближенное значение с избытком:

К{ « У #2m/#2/n+2 9 (8)
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что в пределе переходит в точную формулу

Можно построить приближенные формулы с недостатком и

для следующих характеристических чисел уравнения (1). Так,
если характеристические числа %i и Х2 — оба простые, то

2т

h~j;V4atm-aim). (9)

Если %i известно точно (или с избытком), то формула (8) дает

значение ^ с недостатком; при т-*оо получаем точную
формулу

^"ТГ lim "ST—! (Ю)

V а>2т
""

а4т

Подробные выводы приведенных здесь формул, а также

некоторые численные примеры приведены в книге автора [7], §§ 15 и

17. Изложенный выше прием часто дает хорошие результаты,
если А—дифференциальный оператор с одной независимой

переменной, так как тогда во многих случаях вычисление

функции Грина и ее итераций не требует затраты большого труда.
Встречаются случаи, когда интеграл (2) расходится, но

сходится такой же интеграл от некоторого итерированного ядра
GV(P,Q). В этом случае формулу (3) можно заменить такой:

flm-SlAr. ™>2; (11)

верны формулы, которые получаются из формул (4) — (10), если

в них заменить A,i и Яг на %* и %%, а индексы у следов а2т, а2т+2,

а^т умножить на v.

2. В своей статье [1] И. Ю. Харрик получила двустороннюю
оценку для первого собственного числа оператора —Д, где А —

оператор Лапласа, при краевом условии u\s = 0. Делаются

следующие предположения: 1) область Q, ограниченная
поверхностью S, конечная; 2) уравнение поверхности S имеет вид

<р(Р)= ф(#1,х2, •••! хт) = 0» где функция ф имеет достаточно
много непрерывных производных и не обращается в нуль в Q,
a grad ф не обращается в нуль на S; 3) первая собственная

функция щ имеет в Q k непрерывных производных; 4)
приближенное собственное число Kin и приближенная собственная

функция uin(P) определены процессом Ритца; 5) щп(Р) имеет
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вид произведения функции ф(Р) на полином степени <« по

каждой из координат. Тогда имеет место неравенство

0<bm-bi<ojnk-lf on-> 0. (12)
П->оо

Доказательство основано на теореме И. Ю. Харрик об

оценке приближения функций, равных нулю на S,
произведениями ф/?(Р), где R — полином, и на легко доказываемом

соотношении, верном для любого положительно определенного

оператора А с дискретным спектром: \щ — ufa — h \\Щ — и||2 =
= | и \2а — h\. Здесь и\ — собственный элемент оператора,
отвечающий наименьшему собственному числу Яь а и —

произвольный элемент из НА, такой, что ||и|| = 1; элемент щ такж;е

считается нормированным: || их || = 1.
3. В работе Г. Бертрама [1] даны оценки погрешности

процесса Ритца для собственных чисел в случае обыкновенного

дифференциального уравнения
Mu-XNu = 0 (13)

при краевых условиях достаточно общего вида.

Предполагается, что оба оператора М и N положительно определенные,
порядков 2т и 25, причем s < m. Оценка дается в

предположении, что известны собственные числа \хп оператора М при
краевых условиях задачи, а также соответствующие им собственные

функции; последние используются в качестве координатных.
Более обстоятельно исследован случай, когда Nu = q(x)u,

где q(x)—функция, непрерывная на сегменте [0, 1]. Если Kk —
собственное число задачи (13), a %kn я-е приближение к А* по

Ритцу, то, как оказывается,
оо

В широком классе случаев (см., например, М. А. Наймарк
[1]) справедлива оценка \хр = 0(р2т), а тогда

0 < 1 l%k - \1\п < cqmJn^-H с = const. (15)

В общем случае, когда /V имеет порядок 2s, Г. Бертрам
устанавливает оценку

0 < 1 /Кк - 1/Xkn < cjn2^-5^1; c{ = const. (16)
4. А. В. Джишкариани [1] улучшил оценки (14) и (15) для

случая простейших краевых условий

и(!)(0) = «</>(!) = 0, / = 0, 1, % .... т-1. (17)
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В этом случае

lA*-lAte = 0(l/|in+1), (18)

и, следовательно, для широкого класса операторов М

Wb-1/Kbn-Oin-*"). (19)

5. В работе Г. М. Вайникко [5] содержится в числе прочих
следующая оценка. Пусть А — положительно определенный
оператор с дискретным спектром, kk и А,*п имеют то же значение,

что и в-начале параграфа. Пусть фЬ <р2, ..., <рп
— первые п

координатных элементов и Рп — оператор ортогонального

проектирования на подпространство, натянутое на эти элементы.

Тогда
О < 1/Я* - ЦКкп <|| (£ - Рп) А-{ ||, (20)

где Е— тождественный оператор.

§ 75. Метод «промежуточных операторов»

1. В 1935 г. А. Вайнштейн (см. [1,2]) предложил довольно
общий метод построения приближений с недостатком для

собственных чисел положительно определенного оператора. А.
Вайнштейн первоначально изложил свой метод на частной задаче

о собственных частотах пластинки, жестко закрепленной по

краю. В формулировке и исследовании метода для общего
случая деятельное участие принял Н. Ароншайн, посвятивший

этому ряд работ (см. С. X. Гулд [1]). Полезные добавления
к методу предложили Н. Бэзли и Д. Фокс (см. Н, Бэзли [1],
Н. Бэзли и Д. Фокс [1—3]). Отметим еще работу И. В. Свир-
ского [1]. Ряд интересных результатов получил X. Ф. Вейнбер-
гер ([1—2], см. также С. X. Гулд [1]).

Методу А. Вайнштейна посвящена большая книга С. X. Гул-
да [1], к которой мы и отсылаем читателя за дальнейшими

библиографическими сведениями и за большинством деталей.

Здесь мы ограничимся изложением основ метода и некоторыми
наиболее, по нашему мнению, интересными дополнениями.
В конце главы будут приведены результаты некоторых
численных экспериментов, выполненных А. Вайнштейном и его

сотрудниками.

2. Пусть А и В — симметричные положительно определенные
операторы, иВ<Л (см. § 41). Тогда, как мы знаем,

собственные числа оператора В меньше соответствующих собственных
чисел оператора А. Если оператор В построен и его собственные
числа легко найти, то в нашем распоряжении оказываются

приближенные (хотя, вообще говоря, грубые) значения с недостат-
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ком для собственных чисел оператора Л. Примеры, в которых
можно построить такой меньший оператор, указать легко. Так,
например, обозначим через Л оператор —А, заданный на

функциях, определенных в области Q и равных нулю на ее границе,
а через В — тот же оператор —А, но заданный на функциях,
определенных в более широкой области Qi и равных нулю на

ее границе. Докажем, что В < А. Для этого доопределим
функции из НАу полагая их равными нулю в Qi — Q. Тогда их можно

рассматривать как функции из Нв. Таким образом, Нв шире,
чем НА. В то же время, если и е ЯА, то

\u\a = J (grada)2dQ = J (grad uf dQx = U||.

Согласно определению, данному в § 41, В-<Л, и собственные
числа оператора В меньше соответствующих собственных чисел

оператора Л. Если в качестве Qi взять, например,
параллелепипед, то собственные числа оператора В легко находятся.

Приведем еще один, более простой пример. Пусть

Au=~Mp{x)l£)+ r{x)u>

и функции u&DA определяются краевыми условиями и(0) =
= и(1) =0. Пусть р(х)>ро>0 и г(х)>г0>0, где р0 и г0 —

постоянные. В качестве В можно взять оператор Bu=—p0-^+
+ г0и при тех же краевых условиях и(0) = и(1) = 0.

Собственные числа оператора В определяются элементарно; они равны
го + РоП2п2, л=1, 2, ..., и, так как, очевидно, В < Л, то

hn > г0 + рФ2п2, где Кп есть n-е собственное число оператора А,
Метод «промежуточных операторов» или, как его называет

А. Вайнштейн, метод «промежуточных задач» заключается в

построении последовательности операторов Ant n = 1, 2, ...,

заключенных между В и Л; если при этом наименьшее

собственное число оператора An оказывается строго больше, чем

наименьшее собственное число оператора В, то мы получаем для

наименьшего собственного числа данного оператора А более
точное приближение с недостатком.

3. Рассмотрим сперва случай1), когда DB^DA. В этом

случае «промежуточные операторы» Ап строятся следующим
образом. Положим Л —- В = С. Оператор С неотрицателен. Для
простоты допустим, что он положительно определенный. Выберем
какие-нибудь п линейно независимых элементов fj e DA,

1) Этот случай был рассмотрен Н. Ароншайном в 1951 г. (см. С. X. Гулд
[1]) и независимо от него И. В. Свирским [1] в 1953 г,
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/ = 1, 2, ..., п. Применяя, если это необходимо, процесс орто-
гонализации, можно добиться того, чтобы эти элементы были

ортонормированы в энергетическом пространстве Нс:

[fk,fm]c = {Cfk,fm) = \°' кф™'
(1)

11, к = т.

Обозначим

Cfk = gk, k=U 2, ..., п, (2)
и положим

Спи = 2 [и, fk]cgk » 2 {Сщ h) gk = 2 (и, gk) gk (3)
fe=i fe=i fe=i

и

Ая-В + Сп. (4)

Докажем, что Сп — симметричный оператор,
удовлетворяющий неравенству 0 •< Cn ^ С; отсюда будет следовать, что

5<ЛП<Л. Имеем

(Спи, о)-2 [и, f»]c(ft, и)-2 (Си, /*)(Cfb o)f

или, так как оператор С симметричен, то

(С„к, *)-2(Си, Шь Со).

Тот же результат получим, вычисляя скалярное произведение
(и, Cnv); этим доказана симметричность оператора Сп.

Чтобы доказать неравенство 0-<Сп-<С, вычислим величину
(значок С при энергетическом произведении опускаем)

(саи, «)=SK fk]{cfki «)=ik fk][fk, n]-2ll«. fk]\2>o.
^=1 fe-i fe-i

Отсюда Cn>0. С другой стороны, по неравенству Бесселя
п

2 l[«> ffe]cl2<Mc==(Ctt, и). Отсюда (Cnutu)K(Cu,u)\ поопре-
k—1

делению Сп •< С.
4. Нетрудно выяснить, каковы должны быть элементы fk>

чтобы наименьшее собственное число ix[n) оператора Ап было

строго больше наименьшего собственного числа \х\ оператора В.

Пусть cpi
— нормированный собственный элемент оператора В,
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соответствующий собственному числу ц,ь Имеем

|i,« inf {Ви, а) = (ВФь ф1), (5)
II и II - 1

^»>- inf (Antif и)- inf [(Ви9 и)+2|[и, f*]c Р}. (6)

Первое слагаемое справа достигает минимума, равного \к\9 при
и = фь Если элемент ф1 ортогонален по энергии оператора С

ко всем элементам fa, то, очевидно, \i({t) = \iu и в этом случае

метод промежуточных операторов не позволяет улучшить оценку
наименьшего собственного числа. Пусть теперь хотя бы одно
из произведений [фьЫс=£0, и пусть минимум в (6)
достигается при и = ф

цр>-(В<р, ф)+2|[ф, h\c?. (7)

Если ф Ф фь то уже (£ф, ф)> |jti; если жеф = фь то сумма в (7)
положительна. Таким образом, переход от оператора В к

оператору Ап улучшает приближение снизу к наименьшему
собственному числу оператора тогда и только тогда, когда хотя

бы один из элементов fu не ортогонален (в норме Нс) ни к

одному из собственных элементов оператора 5, отвечающих его

наименьшему собственному числу.
Ниже будем считать, что спектры операторов А и В

дискретны, хотя метод промежуточных операторов пригоден и в

более общих условиях.
Вычисление собственных чисел промежуточного оператора Ап

требует решения некоторого уравнения, вообще говоря,
трансцендентного. Выведем это уравнение.

Собственные числа К и собственные элементы и определяются
из уравнения Апи — %и = 0; используя формулы (2)— (4),
приведем его к виду

п

.Bu-U=-%(u, gk)gk. (8)

Будем считать, что не все произведения (и, gh) обращаются
в нуль —в противном случае собственное число оператора Ап
совпало бы с некоторым собственным числом оператора В, а

этот случай мы пока исключаем из рассмотрения.
Пусть \xh и vk — собственные числа и соответствующие им

собственные элементы оператора 5. Система {vk} полна в

рассматриваемом гильбертовом пространстве, поэтому
оо
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Подставим это в правую часть уравнения (8) и скалярно
умножим затем его обе части на vm. Используя соотношение Bvm =
= \lmVm, ПОЛУЧИМ

п

(U9 Vm)= -

„ _Я ^(U, gk)(gk, *т)

и, следовательно,
m оо

и-~2^—|гря—и/-
fe=i/=i

Умножив это скалярно на gu получим систему однородных
линейных уравнений

п

(«.&)+2 <*»(*) (и, **)-<>. (9)

Здесь обозначено

/-1
'

По предположению не все произведения (и, gk) равны нулю,

поэтому определитель системы (9) обращается в нуль:

1+ап(Я) а12(Я) ... а1п(к)

а21 (X) 1 + а22 (I) ... а2/г (А,)

ащ(М ««гМ ... 1+аяя(Х)

= 0. (11)

Корни этого определителя дают все собственные числа

оператора АПу отличные от собственных чисел оператора S.

Оказывается, что полюсы определителя (11), отличные от

нуля, дают все собственные числа оператора В, не

совпадающие с собственными числами оператора Ап (см. С. X. Гулд[1]).

§ 76. Метод «промежуточых операторов» (продолжение)

Откажемся от допущения, что DA d DB. Во всяком случае
по определению из неравенства А > В вытекает, что НА с: Нв.
Эта символическая запись в данном случае означает, что любой

элемент пространства НА одновременно есть элемент #в. Кроме
того, согласно тому же определению, если и^НА, то \и\А^
^\и\в. Примем следующее допущение:
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Если u&HAi то \и\А = \и\в. Из этого допущения сразу
вытекает, что

[и, v]A = [u, v]B\ и, ve=HA.

Как мы сейчас увидим, из него же вытекает, что НА есть

подпространство Нв. Множество НА линейно, и достаточно

доказать, что оно замкнуто в норме Нв. Пусть ип е HAi п = 1, 2, ...,

и \ип — и0\в-+0. Нам нужно доказать, что и0^НА. Сходящаяся
последовательность {ип} фундаментальная в Нв:

Но (ип — uh)<=i ЯА, поэтому \un-uk\A = \un-uk\B д> km>oo
■> 0;

последовательность {ип} фундаментальная в ЯА; в силу полноты

пространства НА существует элемент и'0 е НА такой, что

\ип-и'о\А-*°- По нашему допущению, |ия — «оLeI««~«о1в-
Но тогда в пространстве Нв последовательность {ип} имеет два

предела щ и и'0, и эти пределы необходимо равны. Отсюда

и0 е HAi что и требовалось доказать.
Если бы оказалось, что НА = Яв, то, как легко доказать,

отсюда следовало бы, что А = В. Но А > В, поэтому Нв строго
шире, чем НА\ ортогональная разность Я0 = НВ^НА содержит
элементы, отличные от нулевого.

Чтобы пояснить наше допущение, рассмотрим следующие
две задачи:

1. В" задаче п. 2 § 75 Нв состоит из функций, которые
обращаются в нуль на границе области Qi и для которых конечен

интеграл

J (gradtffdQ,,

а НА можно трактовать как подпространство Яв, образованное
теми функциями из Яв, которые тождественно равны нулю
вне Q. Подпространство Я0, ортогональное к Ял, состоит из

функций, которые принадлежат пространству Нв и обращаются
в нуль в й.

2. Рассмотрим упругую пластинку, которая в состоянии

равновесия заполняет область S плоскости (х, у). За А примем
оператор Д2 при краевых условиях жесткого закрепления всего

контура (условия (8) § 30), за В— тот же оператор А2 при
условиях свободного опирания (условия (9) и (13) § 30) всего

контура. В данном случае пространство Нв состоит из функций,
удовлетворяющих краевому условию и \L = 0 (условие (9) § 30)
и сообщающих конечное значение интегралу (21) § 30, а

пространство НА состоит из функций, удовлетворяющих условиям
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(8) § 30 и сообщающих конечное значение интегралу (16) § 30.
Из тождества (6) § 30 вытекает, что при условиях (8) § 30

справедливо равенство

я {w2xy-wxxwyy)dxdy = 0t
S

и, следовательно, интегралы (21) и (16) § 30 совпадают. Таким

образом, наше допущение оправдано. Пространство НА есть

подпространство тех функций из Яв, которые удовлетворяют

краевому условию -j-\ =0.

Переходим к построению промежуточных операторов.
Выберем последовательность линейных функционалов lki k = 1,
2, ..., ограниченных в Нв и обладающих следующим свойством:
для того чтобы элемент и е Нв принадлежал пространству ЯА,
необходимо и достаточно, чтобы /&« = (), /5=1, 2, ... Можно,
например, взять lku = [и, г|зь]в, где (фй) — последовательность

элементов, полная в Я0 = HBQHAl). Теперь можно

определить НА как подпространство Яв, определяемое условиями

lku = 0, 1<£<оо. (1)

Рассмотрим теперь квадратичный функционал

ФЛ") = Мв-2(«, f), /еЯ, (2)

заданный на подпространстве Н$ пространства Яв,

определяемом соотношениями

/*и = 0, 1<£<я; (3)

через Я обозначено исходное пространство, в котором действуют
заданные операторы А и В. Очевидно, Яд с: Н{а* Как и в

§§ 13—16, мы докажем, что задача о минимуме функционала
Фп имеет в Н{а одно и только одно решение. Если обозначать

это решение через Gnf, то оператор An=Gnl положительно

определенный, его энергетическое пространство Нап=Н{а\ и

если w е Я(^, то \и\А = \и\в.
Таким образом, положительно определенные операторы Л,

Лп, В связаны соотношениями

Ялс:Ял с=Яв; (4)пп

1) Верно и обратное: если функционалы lk обладают указанными выше

свойствами, то по теореме Риса существует такая полная в #q
последовательность {фА}, что hu = [и, \|}^]в.
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при этом, если и& НА или и е НА , то соответственно

МлЧи|Ая; \и\лп = \и\в- (5)

По определению (см. § 41) £<ЛП<Л; промежуточные
операторы построены. Их собственные числа %hn, k = 1, 2, ..., суть
последовательные минимумы функционала \ufBj\\uf на

множествах элементов энергетического пространства В,

удовлетворяющих условиям (3), а также условиям ортогональности к

собственным элементам оператора АПу отвечающим собственным
числам А,1П, tan, • • ■

> ^fc-i. n.

В качестве примера рассмотрим задачу о собственных
частотах пластинки, жестко закрепленной по краю. Введем в

рассмотрение пространство £г(£) функций, квадратично
суммируемых на контуре L, и пусть /?i(s), P2(s) ...

— полная в L2{L)
r\Jt I

последовательность. Второе из условий (8) § 30, -^-Ч =0,

равносильно последовательности условий

l-%p,(s)ds = 0, 1</<оо. (6)
L

Из сказанного выше следует, что приближенные значения с

недостатком для собственных чисел оператора пластинки с жестко

закрепленным краем можно получить, решая задачу о

минимуме интеграла (21) § 30 на множестве функций w(x,у),
удовлетворяющих следующим требованиям:

1) эти функции нормированы

\\uf= J* j u2dxdy=l;
s

2) они сообщают интегралу (21) § 30 конечное значение;

3) они удовлетворяют условию (9) § 30: и\ь = 0;
4) они удовлетворяют конечному числу условий

J-g£p/(s)<te-0; /=1, 2, ..., п. (7)
L

Вернемся к общему случаю. Как и в § 75, нахождение

собственных чисел оператора Ап связано с решением некоторого
трансцендентного уравнения.

По-прежнему обозначим через \ij и V] собственные числа и

соответствующие собственные элементы оператора б. Пусть К
и и —- собственное число и собственный элемент оператора Ап:

Апи — %и = 0.

23 С. Г. Михлин
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Умножив это скалярно на произвольный элемент ^ g ЯЛй,
находим

[и. Е1ля~Мы, 0 = 0. (8)

Уравнение (8) преобразуем. Прежде всего

Далее, НА есть подпространство Яв, определяемое условиями

(3). Функционалы lh ограничены в Нв\ по теореме Риса

существуют элементы г|э& е Нв такие, что 1^и = [и, 1рь]в. Можно

считать, что [г|з&, ifjb = 6ftj — достаточно, если это не так, применить

процесс ортогонализации. Теперь, если ц
— произвольный

элемент из Нв, то

п

C-4-Efo. �*]** (9)

принадлежит НАп; обратно, любой элемент £ e ЯЛп можно

получить таким способом — достаточно взять т)
= £. Подставим

выражение (9) в уравнение (8):
п

[и, ц]в - * (и, Л) = S [Л, Ф*] а* (и). (Ю)

где ал (а) = [и,фл]в —XiUttyh). Имеем
оо

И = S (ttf О/) У/.
/-1

Подставим это в левую часть уравнения (10) и, положив в нем

т]
= vu получим

(и> vt)^J^r^ah(u)lk(^t)t
л-1

и, следовательно,

а*(«)'*(0/)
о/. (И)

Элемент мбЯАи, следовательно, удовлетворяет условиям (3):

V< k(vi)li(vj)
= 0, /-1, 2, .... ft. (12)
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Будем искать собственные числа оператора ЛЛ, отличные от

собственных чисел оператора В. Тогда, как легко видеть, не все

числа аь(и) равны нулю, и определитель системы (12)
обращается в нуль. Если мы обозначим для краткости

ТО

Рп(« рв(Л) ... М*)

?21 (ЭД 022 (Я) ... Р2Л (Л»)

Р«1 М Рл2 (Л) ... Р/гл (Я)

•0. (14)

Напомним, что функционалы Ik должны удовлетворять
соотношениям

§ 77. Способы упрощения трансцендентного уравнения

Как было показано в §§ 75 и 76, собственные числа

промежуточных операторов суть корни определителя, элементы

которого суть мероморфные функции от X. Оказывается, можно

добиться того, чтобы эти функции были рациональными.
1. Рассмотрим сперва случай § 75, когда DA = DB.

Построение промежуточного оператора связано с выбором элементов

h e DA. Определим их из уравнений !)

Cfk = vk, Л-1, 2, ..., /г, (1)

где vu — собственные элементы оператора В. Если, как мы это

каждый раз предполагаем, оператор С положительно

определенный, то уравнения (1) разрешимы.
Докажем, что в этом случае п собственных элементов

оператора Ап суть линейные комбинации элементов v\, V2, ..., vn, a

соответствующие собственные числа суть корни некоторой
рациональной функции; остальные собственные числа и элементы

суть \in+u м-п+2, ... и соответственно vn+u ^п+2, ...

Элементы fk, найденные из уравнений (1), в Нс не ортонор-
мированы. Процесс ортогонализации приведет нас к элементам

вида
k

ffc = 2 Qkffh Ifk, fm\c = **«•

l) Cm. H. Бэзли [1], С. Х. Гулд [1].

23*
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Положим
к

По формулам (3) и (4) § 75
п / к \ к

fc=i /=i

(2)

Положим здесь и = ип+р, р > 0. Собственные элементы aj
ортогональны, сумма в (2) исчезнет, и мы получаем

AnVn+p == Bvn+p ~ Ц/г+р^л+р^

Этим доказана вторая часть

нашего утверждения.
Будем теперь искать

собственные элементы оператора Ап в
п

виде и = 2 Р/Л- Подставив это

в (2), получим
п

AnU = 2 P/nlVm +
п к

+ 2 2 <**/<*« (и, и/)^. (3)
Имеем

п

(U, V/) = 2 Рт (0т, О/) = р;,
/71=1

и вторая сумма в (3) преобразуется так:

п к п к к п ( п к \

2 2 <*kpk&ivi = 222 ^kflkfi^i = 222 <**/«*#/ \ щ\

область суммирования показана на рис. 15. Меняя порядок

суммирования во внутренней сумме, получим выражение

2 Щ 2 Р/ 2 а*/ад /' = { / , /
/г

Обозначим 2 akjQ>ki = Y// и заменим в последней сумме букву

/ на т. Для Лп« получается выражение

AnU - 2 UmPm + 2 Ym/P/ }»» (4)
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Потребуем теперь, чтобы выражение (4) только

множителем к отличалось от и. Это дает однородную систему для рт:
п

fo«-|*)ftn+SYm/P/-0, m-1, 2, ..., п. (5)

Приравняв нулю ее определитель, получим уравнение

H'l-H' + Yn Y12 • •• Ym

Y21 !^2-^ + Y22 ... У2П

Y/il Y«2 ... \ln~\l + Упп

= 0. (6)

Уравнение (6) имеет степень п\ его старший коэффициент
г(—1)п отличен от нуля. Отсюда следует, что оно имеет ровно
п корней, которые являются собственными числами оператора
Ап. Расположив эти корни и числа р,п+ь м-п+2, ... в порядке

возрастания, получим новые нижние границы для собственных

чисел оператора Л.
2. Другой простой прием указан в статье Н. Бэзли и Д.

Фокса [1]. Обозначим через Рп оператор ортогонального
проектирования из Н на подпространство элементов v\, v% ..., vn.
Заменим оператор В меньшим оператором В\ где

п

В'и = 2 Р* {и, vk) vk + [in+l (E - Рп) и.
- (7)

Первые п собственных чисел оператора В' суть ^ц, ц,2> ■
•., м^>

а все последующие равны между собой и равны \in+\. При такой

замене, которую ее авторы называют усечением, определители
(11) § 75 и (14) § 76 делаются рациональными функциями от %.

§ 78. Метод Г. Фикера

Метод, отличный от метода промежуточных операторов, был

предложен Г. Фикера [1, 2] в 1965 г.; этот метод имеет более

узкую область приложений, но не требует построения меньшего

оператора с известным спектром.
Метод Г. Фикера формулируется для положительных вполне

непрерывных операторов, в связи с чем нам понадобятся

некоторые предварительные замечания.

1. Пусть А — положительно определенный оператор с

дискретным спектром. По теореме 5 § 40 оператор G = Л"1 вполне

непрерывен. Уравнение

Аи-Ы = 0 (1)
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равносильно следующему:

Gu - (ou = 0, © - 1Д. (2)

Поэтому, если %к и uh суть собственные числа и собственные

элементы оператора Л, то со^ = ЯГ1 и и% суть собственные числа и

собственные элементы оператора G. При этом со^ > 0 и со^ -* 0;
если Kk расположены в порядке возрастания, то со& расположены

в порядке убывания. Далее, G — положительный оператор.
Действительно, пусть и Ф 0 — произвольный элемент данного

пространства Н и Gu = v. Тогда и = Av и

(Gu, и)* (о, Av) = (Av, v)>0.

Процесс Ритца для уравнения (1) переходит в процесс
Ритца для уравнения (2). Чтобы убедиться в этом, разделим
на —К каждую строку определителя (6) § 43 и положим

г|)/ = Л!/,фу. Как было отмечено в § 58,

Далее,

(Ф/, Ф*НМ~'АФ/, А-\к) = (А-%, ^) = (Gt|>„ **)

и уравнение (6) § 43 принимает вид

(Сф/г, *i)-©(*n. ^i), ...» (0%, ^)-<o(i()n, ф„)
= 0. (3)

К уравнению (3) можно прийти, применяя к задаче (2)
процесс Ритца при координатной системе {г|^}-

Обозначим через ©^ корни уравнения (3), расположенные
в порядке убывания: со^^co(2rt)^ ... ^со^. Очевидно, со(^ =
= Ij^K где Я,^ —корни уравнения (6) § 43. Из теоремы § 73

следует, что ©^ <^ <ofe, так что для уравнения (3), у которого
собственные числа расположены в порядке убывания, процесс
Ритца дает приближенные значения собственных чисел с

недостатком. Проблема двусторонней оценки собственных чисел

сводится в данном случае к построению их приближенных
значений с избытком.

2. Пусть G — положительный вполне непрерывный
оператор, и (oi > о)2 > ...

— его собственные числа. Говорят, что G

принадлежит классу @v, если

МО)=2Х<оо. (4)
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Для дальнейшего важно, что величину JV(G) можно

вычислить, не зная чисел со^. Именно, пусть {ф&}— произвольная
ортонормированная полная система. Докажем, что

/v(G)-2(oVq>*). (5)

Пусть {uh} — ортонормированная система всех собственных

элементов оператора G. Как известно, эта система полна,
оо

поэтому ф£ = 2 (фь ид uj- Отсюда

оо оо

(gV, ф*) = 2 *>/(ф*> щ)(щ9 Ui)(uu и/) = 2 <*1(щ> uj)2,

и, следовательно,

Д (аъ» %) = 2 •; |, (ф*> «/)2 = 2 •; II«, IP = 2 «у.

что и требовалось доказать.

Вернемся к уравнению (2). Допустим, что оператор G
принадлежит классу @v. Выберем координатную систему {г^} и

найдем я-е приближения по Ритцу coin, о)2П, ..., <опп к первым п

собственным числам «ц, со2,..., con. Обозначим через Рп
ортогональный проектор на подпространство, натянутое на первые п

координатных элементов i|)i,i|?2>..., *фп. Обозначим еще

^ = [^(G)-/v(^P„) + co^/v. (6)

Теорема. Число Ohn есть приближение к сои с избытком]
с возрастанием п это число не возрастает, и

lim okn = ®k. (7)'
ft-*oo

Легко проверить, что PnGPn есть конечномерный оператор;
его собственные числа суть ©Ая, k = 1,2,..., п, и, кроме того,
число нуль, которое является собственным числом бесконечной

кратности. По формулам (4) и (6)
оо П

oln — 2 ®/ — 2 °>/«+<*1п- (8)

Это можно представить в таком виде:

оо п

oln= 2 ©7 + 2 (®/— ©/я) + в)?.
/-ft+1 /V=fc, /-1
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Собственные числа o)j > 0 и ©j'^-cojn; первая сумма справа
положительна, вторая неотрицательна, поэтому апп > со&.
Первое утверждение теоремы доказано.

Введем обозначение

{®/t
/>л или l^k;

шУ-сйД 1</<п и \Фк\

Тогда формулу (8) можно записать так:

оо

oil = S Р/«. (9)

Выясним, как меняется pjn при увеличении п. Имеем

{coj,
/>/г+1 или / = &;

«;-«;.„+,. к/<«+1 и /**.

Сравнивая формулы для pjn и pj, п+ь находим следующее:

1) если / = k или / > п + 1, то pj, n+i
= pjn;

2) если 1 </< п + 1, / =£ &, то

Р/, я+1
в

®/
-

<°/, «+! < <°/
-

<°/»
=

Р/д-

Итак, во всех случаях pj, n+i^pjn, и из формулы (9)
следует, что Ok, n+i^cTfcn. Второе утверждение теоремы также

доказано.

Перейдем к третьему утверждению. Формулу (8) перепишем
в виде

Зафиксируем число N, столь большое, что

оо

/-ЛГ+ 1

где е — произвольно заданное положительное число. Если
п > Ny то

N оо п N

°i.-«i,-2(e/-eW+ 2 */- 2 фм<2(в/-ш7«)+т-

Выберем теперь N0(e) > N так, чтобы при n>JV0(e) было

2к-<*/п)<-JL2
/-1

J
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Это возможно, так как ') ®Jn ~^^> соу; тогда 0 < avkn - со^ < е,

n>N0(e)- Отсюда следует, что akn „^^^щ. Теорема доказана

полностью.

Очевидно теперь, что величина

< - [А, (О) - К(рпорп) + KnTUv 00)

дает приближение с недостатком к &-му собственному числу
Xh положительно определенного оператора А = G'1 и

°kn
' п+оо+^ь', через Хкп обозначено п-е приближение по Ритцу

к числу %h-

§ 79. Применение к эллиптическим уравнениям

В формуле (10) предшествующего параграфа величины Xkn
п

и JniPnGP^—^XJn могут быть легко вычислены, если

построено п-е приближение по Ритцу. Трудность представляет
вычисление величины /V(G). Если явный вид оператора G

известен, то JV(G) можно определить по формуле (5) § 78.
В общем случае также можно воспользоваться этой формулой,
если предварительно приближенно найти tyk = Gvyk, k = 1,2...,
как решения уравнений Ах^ръ = ф^.

Как показал Г. Фикера [1], если речь идет о простейшей
краевой задаче для эллиптического уравнения, то оператору G

можно дать явное выражение. Рассмотрим дифференциальный
оператор, который запишем в виде

k

Аи= Ц DaUap(/>)D6u), PeQ; (l)
|a|, 1P|=0

краевые условия запишем в виде

flvu|5 = 0, lYl = 0, 1, ..., k-\ (2)

(обозначения см. в § 57).
Далее, Q — конечная область m-мерного евклидова

пространства, и — вектор с произвольным числом 5 компонент,

Аа$(Р) — квадратные матрицы, элементы которых имеют

достаточное _число непрерывных производных в некоторой
области Qo=3Q. Примем, что оператор А при краевых условиях

х) См. ниже, гл. XI, § 94.
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(2) положительно определенный; для энергетического

произведения легко получить формулу
k

[u, v]A= J J] (-l)|aUap(P)Dpu(P)Dav(P)dQ. (3)
Q |a|,|P|-0

Допустим, что нам известно сингулярное решение1) для

оператора А\ обозначим это решение через R(P,Q) и положим

#u= f R(P, Q)u(Q)dQQ9 (4)

k

/?*и=| 2 {-l)*al+kA*(Q)D%R(P9Q)Dau(Q)dQQ. (5)
Q loMPl-0

Примем еще одно допущение: пусть для любого достаточно

гладкого вектора и величина

к

llufe-/ ]g (-l)|aUapDauDpudQ (6)
Q |a|,|0|-O

неотрицательна. Обозначим через ф гильбертово пространство,
получаемое из множества достаточно гладких векторов
пополнением в норме || и ||^; условимся при этом не различать векторы

Ui и и2, если | tij
—

u2 ||ф « 0.

Введем в рассмотрение множество V решений однородного
уравнения

2 Da{AatD*u) = 0, (7)
|a|.TPI-0

принадлежащих пространству ф. Можно доказать, что V есть

подпространство ф. Обозначим через П ортогональный проек-

1) О сингулярном (его называют также фундаментальным) решении и
его свойствах сказано в книге К. Миранда [1]. Сингулярным решением
оператора Лапласа в трехмерном пространстве является функция 1/4яг, на

плоскости — функция-г—In—, где г — расстояние между точками Р и Q.

Для бигармонического уравнения на плоскости сингулярное решение имеет

вид
— г2 In—; для трехмерной теории упругости в случае изотропного

однородного тела это так называемый тензор Сомильяна, упомянутый в § 51.
Сингулярное решение не единственно: если оно рассматривается в

некоторой области, то к нему можно добавить любое решение соответствующего
однородного уравнения, достаточно гладкое в этой области.
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тор из Ф в V. Оказывается, что имеет место формула (Г. Фи-

кера [1])
G = A~1 = R*R-R*I1R. (8>

В работах Г. Фикера [1,2] приведены представления
оператора V и формулы для чисел Okn (см. § 78) для некоторых

задач математической физики.
Формула (8) наиболее проста и удобна в случае одной

независимой переменной: в этом случае сравнительно просто
строится сингулярное решение, а пространство V конечномерно.

§ 80. Некоторые численные результаты

А. Вайнштейн и Г. Фикера, каждый со своими сотрудниками,
выполнили довольно много вычислений для того, чтобы аппроби-
ровать предложенные ими методы. А. Вайнштейн [2] вычислял

верхние и нижние границы для собственных чисел таких задач:

квадратная и ромбическая пластинки с жестко закрепленными
краями, уравнение Матье, задача об ангармоническом

анализаторе, собственные числа уравнения

u" + K{l+sinx)u = 0\ и{0) = и{п) = 0. (I)

В статье Г. Фикера [2] рассмотрены задачи о квадратной1)
и круглой пластинках с жестко закрепленными краями,
несколько обыкновенных дифференциальных уравнений второго
порядка, в том числе уравнение (1) и уравнение Матье, и,
наконец, одно обыкновенное дифференциальное уравнение 4-го

порядка.
К сожалению, в статьях обоих авторов нет почти никаких

сведений о технике вычислений, о таких деталях, как выбор
координатных функций, номер приближения, выбор исходного

меньшего оператора и т. д. Тем не менее результаты
вычислений названных авторов интересны и показывают, что оба

метода могут быть достаточно эффективными.
Мы приведем здесь частично результаты обоих авторов по

вычислению собственных чисел задачи (1) и задачи о

квадратной пластинке.

А. Задача (1). Приводятся нижняя и верхняя границы
собственных чисел, которым соответствуют четные собственные

функции, т. е. такие, что и (я/2 -Ь х) = ы(я/2 — х).

1) Результаты, относящиеся к квадратной пластинке, были получены
в совместной работе Де Вито Л., Фикера Г., Фушарди А., Шерф М. [1].
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1. По методу А. Вайнштейна верхние границы получены по

Ритцу при 15 координатных функциях; нижние при усечении
25 порядка и промежуточном операторе 15 порядка.

Номер

1 числа

1
2
3
4
5
6
7
8

Нижняя
граница

0,54031883
5,4486361
15,312608
30,114984
49,853254
74,526757
104,13527
138,67868

Верхняя
граница

0,54031885
5,4486360
15,312608
30,114984
49,853254
74,526767
104,13530
138,67877

Номер

числа

9
10
11
12
13
14
15

Нижняя
граница

178,15695
222,57001
271,91773
326,20021
385,34709

447,15724
506,36985

Верхняя
граница

178,15718
222,57060
271,91928
326,20231
385,66846
455,76642
587,21168

2. По методу Г. Фикера.

1 Номер
[собств.
числа

1
2
3
4
5

Нижняя
граница

0,54031799
5,4477473
15,292913
29,965993
49,185929

Верхняя
граница

0,54031886
5,4486362
15,312609
30,114985
49,853257

Номер
собств.
числа

6
7

9
10

Нижняя
граница

72,350896
98,433814
125,99895
153,39660
179,08999

Верхняя
граница

74,526769
104,13531
138,67878
178,15719
222,57061

Б. Квадратная пластинка. Приводятся нижняя и

верхняя границы первых 13 собственных чисел (в работе Г.
Фикера [2] приведены приближенные значения для 41

собственного числа). Длина стороны пластинки принята равной я,

1. По методу А. Вайнштейна.

Ill
1

2
3
4

5
6
7

Нижняя
граница

13,2820
55,240

55,240
120,007
177,67
178,3

277,42

Верхняя
граница

13,3842
1 56,561
1 56,561

124,074
182,14
184,5
301,55

Номер

1 числа

8
9
10
11
12
13

Нижняя
граница

277,42
454
454
488

600,840
601,569

Верхняя
граница |

301,55
477
477
548

621,852
646,939
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2. По методу Г. Фикера.

ш
1
2
з
4
5

Нижняя
граница

13,29376
55,29691
120,2143
177,7193
279,1821

Верхняя
граница

13,29378
55,29934
120,2232
177,7401
279,4931

Номер
собств.
числа

6

9

Нижняя
граница

453,6452
496,5530
601,4880
605,7927

Верхняя
граница

454,9829
497,0230
601,9821
606,2197

Расхождение в числе собственных чисел объясняется тем,
что в статье Г. Фикера кратные собственные числа приводятся
только по одному разу.



ГЛАВА X

ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

Цель настоящей главы — на примерах показать приложение
методов предыдущих глав, выяснить встречающиеся при этом

трудности и по возможности указать методы их преодоления.
Одна из основных трудностей, связанных с применением
вариационных методов, это построение полной и устойчивой (см.
ниже, § 82) координатной системы. Ввиду большой важности

этого вопроса мы начинаем настоящую главу с двух
параграфов теоретического характера. В последующих параграфах
будут рассмотрены численные примеры краевых задач и задач

на собственные значения; в ряде случаев дана оценка
погрешности приближения.

§ 81. Построение координатных систем

1. Применение процесса Ритца требует предварительного
выбора координатной системы, полной в соответствующем
энергетическом пространстве. Доказательство полноты координатной
системы часто можно провести, опираясь на следующую

теорему.
Теорема 1. Пусть А — положительно определенный

оператор, действующий в гильбертовом пространстве Я, и <рп, п = 1,
2, ...,

— элементы из области его определения. Если система

{Лфп} полна в Я, то система {фп} полна в энергетическом про-
странстве ЯА.

Доказательство. Пусть v — произвольный элемент из

области DA задания оператора Д. Система {Лфп} полна в Я,
поэтому можно найти такое натуральное число п и такие

постоянные OCi, 0C2, . . .
, <ХП, ЧТО

&-1 (^-2 ад*) <TYe, (1)

где е — произвольное положительное число, а у
— постоянная

формулы (11) § 8.
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Оценим теперь величину | v — 2 ЗДРб
*-1

Полагая для

краткости 2 акщ = vn, имеем | v — vn |2 = (A {v - а„), у - яя). Исполь-
^=•1

зуя неравенство Коши — Буняковского, а затем неравенство (1),
получим

\v-vn\2^\\A(v-vn)\\.\\v~vn\\<\By\\v-vn\\. (2)

По неравенству (5) из § 9 \\v — vn IK— | v — un |. Подставив это

в неравенство (2) настоящего параграфа и сократив на \v — vn\>
получим

\v-vn\<±e. (3)

Пусть теперь и — произвольный элемент энергетического
пространства НА. Множество DA плотно в НА, поэтому найдется

такой элемент ueflA, что \и — а|<уе. Подберем числа /г,

«ь аг, ..., 0Ln так, чтобы выполнялось неравенство (3). Теперь
по неравенству треугольника

и - 2 аШ = \u-vn\<:\u-v\ + \v-vn\<B9

что и требовалось доказать.

Пример. Пусть Q — прямоугольник О^дг^я, 0^ у^Ь, и пусть
Аи = —Ди, причем и = 0 на границе прямоугольника. Пусть

тогда

4>т,п(х,у) = sin —— sin -^ f m, я-1, 2, ...; (4)

0
/ т2 , п2 \ . ( тпх \ . / ппу \

Mm. п- -Афт, *
= я* ^+ -p-j sin ^-J sin ^-^-J.

Из теории двойных рядов Фурье известно, что система функций

sin (тпх/a) sin (nny/b)t т, п — 1, 2, ....

полна в смысле сходимости в среднем; так как умножение каждой функции
на свою отличную от нуля постоянную не нарушает полноты системы, то

система функций Лфт, п полна в смысле сходимости в среднем в

прямоугольнике Й; из теоремы 1 вытекает, что система (4) полна в той же

области в смысле сходимости по энергии. В данном случае это, в частности,

означает следующее: пусть и(х,у) —любая функция, непрерывная и непрерывно
дифференцируемая в прямоугольнике 0 ^ х ^ а, 0 ^ у ^ Ь и равная нулю
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на его сторонах; каково бы ни было положительное число е, можно найти

такие натуральные числа т и п и такие постоянные а^и 6=1,2,..., т;
/ = 1,2,...,/!, что выполняется неравенство

а Ъ

о о
Я £-52!2!ч,"*?-**1 +

£=1*=1

2

/ т п \2\

[ду fe=i/=i

Заметим, что полноту системы (4) в пространстве НА можно доказать
также, опираясь на теорему 3 § 40, так как система (4) есть система

собственных функций оператора Лапласа для прямоугольника, соответствующих

краевому условию и\в = 0.

Предлагаем читателю доказать, что система функций

(x-a)m(b-x)mxkt Л-0, 1,2

полна по энергии оператора (—l)m d2mu/dx2m при краевых условиях
иЩа) = «<*>(*) - 0, к = 0, 1, ..., т

— 1.

2. Укажем на один способ построения координатных

функций, который, хотя и носит частный характер, однако
оказывается удобным в широком классе случаев.

В некоторой области Q рассмотрим задачу Дирихле для

уравнения Пуассона при условии, что на границе S области Q
искомая функция равна нулю. В этом случае функции из

энергетического пространства обращаются в нуль на S и

Q

для определенности мы приняли, что речь идет о функциях двух
независимых переменных х> у. Полную по энергии систему
координатных функций можно построить таким образом. Пусть
со (х9 у) — функция, равная нулю в точках границы S и

положительная во внутренних точках области Q; примем еще, что эта

функция непрерывна в Q, а ее первые производные непрерывны
и ограничены внутри Q. Тогда система функций

<»(*, y)xky\ k, /=1,2, ..., (5)

полна по энергии в Q. Доказательство этого важного

утверждения дано Л. В. Канторовичем и приведено в книге Л. В.

Канторовича и В. И. Крылова ([1], стр. 294—295). Построение
функции со(х, у) обычно не встречает затруднений. Так, например,
для упомянутого выше прямоугольника можно положить
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ю = ху(а — х) (Ь — у). Не представляет труда и переход к

функциям от большего числа независимых переменных.
Систему координатных функций (5) или ей аналогичную для

случая большего числа независимых переменных можно
использовать не только при решении уравнения Пуассона, но и в

более сложных задачах. Пусть в области Q требуется
проинтегрировать невырождающееся уравнение эллиптического типа

(Л, В, С зависят от х и у)

"—в(*тё+°Ъ)-к{>Ъ+с$)-«..*»
при краевом условии u\s = 0. В этом случае

■■в-ЯИ£)"+*ННг+с (•£)>*•
Предполагая, что данное уравнение невырожденное, мы тем

самым допускаем существование такой положительной
постоянной [Хо, ЧТО

Допустим еще, что коэффициенты Л, В, С ограничены. Тогда,
очевидно, найдется такая положительная постоянная щ, что

Из неравенств (6) и (7) следует |/^|и|-д <|и|/,< ]/ViI«I-a-
Отсюда нетрудно усмотреть, что любая система, в частности

система. (5), полная по энергии оператора —А, полна и по

энергии оператора L.
3. Для бигармонического оператора при краевых условиях

и \s = 0, тр J = 0 полной по энергии является система функций

<о2*У, k, / = 0, 1, 2, ...,

где со(х, у)—функция, описанная в п. 2. Вообще, для
полигармонического оператора (—1)рДр при краевых условиях

I __

ди I — _

др~1и I
_

л

полной по энергии является система функций

<0P*V, К /=1,2, ... (8)

4. Из результатов И. Ю. Харрик [1, 2] вытекает не

только полнота системы функций (5) или (8), но и (в случае

24 С. Г. Михлин
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достаточно гладкой границы) сходимость производных более

высокого порядка.
Если в качестве координатных взять собственные функции

сходного оператора, то невязка Аип— f стремится к нулю
в норме L2(Q); если А — эллиптический оператор порядка 2s,

то, как известно, при этом в норме /^(Q') будут сходиться

производные порядка ;<2s; здесь Q' — произвольная внутренняя
подобласть Q. В случае достаточно гладкой границы сходимость

производных порядка -*C2s имеет место в L2(fi).

§ 82. Об устойчивых координатных системах

Этому вопросу посвящены работы автора [22—25] и

значительная часть книги [26]. Здесь мы ограничимся самыми общими
указаниями.

Как было установлено в § 17, энергетическая норма \щ — ип\
убывает с возрастанием п\ здесь щ— точное решение задачи,
ип— ее приближенное решение по Ритцу. Если мы примем
величину этой нормы за погрешность приближенного решения,
то для уменьшения этой погрешности надо увеличивать число п.

Но при возрастании п возрастает и порядок системы Ритца,
а ее составление и решение неизбежно связано с погрешностями
вычислений, которые могут в известных условиях существенно

отразиться на самом приближенном решении. В связи с этим

мы будем различать случаи устойчивости и неустойчивости
процесса Ритца.

Пусть процессом Ритца решается задача

Au = f, feH, (1)

где оператор А положительно определенный в гильбертовом
пространстве Я, и пусть {<рп} — координатная система. Пусть
Rn — матрица Ритца п-то порядка, а(/г) = {а^ а$\ ..., а^} —
вектор коэффициентов Ритца, fW — столбец свободных членов

системы Ритца, ип — приближенное решение задачи (1) по

Ритцу.
Система Ритца имеет вид

/?ла^-р. (2)

Пусть в результате ошибок вычислений мы вместо матрицы Rn

получили «искаженную» матрицу Rv + Гп, а вместо столбца
f(n) — «искаженный» столбец fw + 6<Ч Вместо системы (2) мы

получим систему

(Яя + Г,) ftw»/w + **»>; (3)
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если эта система разрешима, то мы найдем из нее «искаженный»

вектор коэффициентов Ритца 6<п> и «искаженное» приближенное
решение

здесь b^ суть составляющие вектора Wn> — искаженные

коэффициенты Ритца. Пренебрежем погрешностью, возникающей при
решении системы (3). Будем говорить, что процесс Ритца
устойчив, если существуют такие не зависящие от п постоянные р,

q, г, что при ИГпЦ^?/' система (3) однозначно разрешима и

\Vn-un\^p\\rn\\ + q\\6n\\. (4)

Координатную систему в этом случае также назовем
устойчивой.

Справедлива следующая
Теорема 1. Для того чтобы координатная система была

устойчивой для задачи (1), необходимо и достаточно, чтобы
собственные числа матриц Ритца Rn были ограничены снизу
положительной постоянной, не зависящей от п.

В нашей формулировке понятия устойчивости не учтено
влияние ошибок округления при решении системы (3).
Известно, что это влияние тем меньше, чем меньше так называемое

«число обусловленности» матрицы /?п, равное отношению ее

наибольшего собственного числа к наименьшему.
Было бы желательно поэтому, чтобы числа

обусловленности матриц Rn были ограничены независимо от п.

Легко доказывается следующая
Теорема 2. Для того чтобы числа обусловленности

матриц Ритца были ограничены независимо от п, необходимо и

достаточно, чтобы выполнялись неравенства:

ло<Чл)<Ло> *-1.2, ..., п\ п=1,2, ..., (5)

где А4П) есть k-e собственное число матрицы Rn, a K0 и Aq
—положительные постоянные.

Условия теорем 1 и 2 непосредственно трудно проверить.
В этом плане полезна следующая

Теорема 3. Пусть А и В — положительно определенные
операторы, и пусть энергетические пространства обоих

операторов состоят из одних и тех же элементов1). Если система {фА}
ортонормирована в Нв, то для нее имеют место неравенства (5).

) В этом случае мы называем операторы А и В полусходными,

24*
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§ 83. Кручение стержня прямоугольного сечения

1. Решение по методу Ритца. Мы останавливаемся

на этой простейшей задаче потому, что для нее известно

сравнительно простое точное решение, с которым удобно сравнивать
наши приближенные. Сводится эта задача, как известно, к

интегрированию уравнения Пуассона
— Лг|? = 2G0

(G —модуль сдвига, 9 — угол закручивания стержня на единицу
его длины) в прямоугольнике —а^х^а, —b^y^b при
краевых условиях -ф(±а,у) = ty(x, ±b) = 0. Для упрощения
вычислений положим -ф = 2GQu, тогда

и (± а, у) « и (х, ± Ь) = 0. J
(1)

В § 14 дано решение этой задачи в виде разложения в ряд,
ортогональный по энергии. Применим теперь к той же задаче

метод Ритца, взяв за координатные функции полиномы.

Из соображений симметрии ясно, что функция и(х,у) четная

как относительно х, так и относительно у. Полиномы,
обладающие этим свойством и равные нулю на контуре прямоугольника,
т. е. на прямых х = ±а, у = ±6, имеют вид

(д2 _ д2) {у2 _ 62) {й{ + ^2 + агу2 + т и т)л (2)

Ограничимся тремя членами и положим приближенно
и » щ = (х2 - a2) (у2 - b2) (a{ + а2х2 + аъу2). (3)

Произведя необходимые вычисления, мы найдем систему
уравнений Ритца для неизвестных а\9 02» &г%-

128

45

16а863

128

45

+Sr°v(^"'+ib'h-
16а365

45

(4)
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решая которую получим

35 (9а4 + 130а^2 + 9&4)
йх ~ 16 (45аб + 509а462 + 509а2&4 + 456б)

'

105 (9а2 + б2)
а2 16 (45а6 + 509а4*>2 + 509а264 + 4566)

'

105(а2+962)
а3 =

'

16 (45ав + 509а462 + 509а2£4 + 4566)
*

(5)

Если сохранить только один коэффициент а\9 положив тем

самым

u~ux = ax{x2-a2){y2-b\
-

(6)

то мы легко найдем

ai~
8(а2 + Ь2)'

^

Чтобы судить о степени точности построенных здесь и в § 14

решений, поступим следующим образом. Как известно,

крутящий момент М определяется формулой

а Ь а Ь

М = 2 J f tydxdy = 4G6 J J udx dy,
-a -b -a —b

что можно представить в виде1)

M = (2aY(2b)GQk{(b/a). (8)

Наибольшее касательное напряжение в прямоугольнике
сечения достигается, как известно, на середине длинной стороны.

Пусть Ь > а. Наибольшее касательное напряжение т можно

представить в форме

% = GQ-2ak(b/a). (9)

!) См. С. П. Тимошенко [1], § 78; отсюда же мы заимствуем все

последующие данные о точном решении нашей задачи.
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Построим новые приближенные решения щ, и$, и$, сохраняя
в ряде (И) § 14 соответственно один, три или шесть членов:

, ч 16а262 . пх . пи

"'<*• У)= n*(a> + b*)Sm—Smb '

, ч 16а262 ( 1 . пх . пи ,
«з(*. »)--l?-ilf+p-sm—sin-f +

+
3(9«' + 6»)8Ш~81П Ь + 3(а' + 9^)81П-Т-31П-гЬ

/
ч

16а262 f 1 . ял: . пи .

,
1 . я* . Зя# , 1 . Ъпх . ян .

+
3(9а» +У)

Sin—Sln
6 +3(^ + 96») Sln-H-Sln-r +

, 1 . ях . 5я# , 1 . Зял: . Ъпи ,

1

5(25а2Н-62) а 6
'

81(а2-Ьо2) а 6
'

sin
5(а2 + 2562) ^sinif}.

(Ю)

С помощью этих приближенных решений вычислим две

основные механические характеристики задачи кручения — крутящий
момент и максимальное касательное напряжение — и сравним
полученные приближенные решения с известными точными.

Обозначая приближенные значения М через Ми М3, Af6, имеем

л, 256G9a363

я6 (a2 + b2)
»

УИз~ я6 и2**2"1"" 9(9a2 + &V 9(a2H-962)J'
м __

256G6a363 Г 730 . 1 .1
6
""

я6 L 729 (а2 + б2)
+

9 (9а2 + б2)
"*"

9 (а2 + 962)
1 . 1

г]-

(11)

^ 25 (25а2 + Ь2)
^

25 (а2 4- 2562).

Напомним, что в формулах (10) и (11) длины сторон

прямоугольника обозначены через а и 6, а не через 2а и 26;
впрочем, для последующего это несущественно.

Обозначим через &i,Hy)i kw{y)9l^ l, 3, 6, приближенные
значения k\(y) и k(у), Y- —> вычисленные по приближенному

решению щ [формулы (10)]. Нетрудно найти

и t \
256 Y2

У
,
ч_ 256у2 Г 1 . 1 . I]

*i.3lYJ- яе Ll+v1"1" 9(9 + у2)"1"9(И-9у2)]>

]
^.»-¥[^^-^Y2

]
9(9 + \2)

п
9(1+ 9y2)

1 , 1

25(25 + y2P 25(1+25y2)„



§ 83. КРУЧЕНИЕ СТЕРЖНЯ 375

#» (Y) =
32 у2
я3 1+y2'

™ я» U+Y2 3(Y2 + 9)^ 1+9y2J'

»-м~ЗЧтЬ
1

■9y2
1

3(Y2 + 9)
'
1+9y2

+
1

5(v2 + 25)
+ 1 + 25Y2 Г

Нижеследующие табл. 1 и 2 позволяют сравнить точные
значения величин k\ и k с их приближенными значениями.

Таблица 1

*1

0,1406

0,229

0,263

0,281

0,291

0,333

'1,3

0,133

0,213

0,240

0,251

0,256

0,266

0,139

0,225
0,258
0,273
0,281
0,299

Чб

0,1401
0,228
0,261
0,278
0,287
0,311

Y

1

2

3

4

5
со

k

0,675

0,930
0,985
0,997
0,999
1,000

*П>

0,516
0,826
0,929
0,971
0,992
1,032

Таблица 2

*w

0,585
0,831
0,870
0,865
0,854
0,803

*<«

0,613
0,870
0,931
0,954
0,961
1,012

Табл. 1 и 2 показывают, что приближенные решения
довольно хорошо дают значения крутящего момента и значительно

хуже (особенно это относится к щ(х,у))— значение

максимального касательного напряжения. Это объясняется тем, что

точность вычисления момента М зависит от быстроты сходимости

ряда (11) § 14 в среднем, а точность вычисления т— от быстроты
равномерной сходимости ряда производных. Нетрудно видеть,
что ряд (11) § 14 довольно быстро сходится в среднем, тогда
как равномерная сходимость производных этого ряда —весьма

медленная.

Приведем для сравнения значения £i,i(y), ^\,г(у), &(1)(y) и

#3)(y), вычисленные по приближенным решениям (3) и (6) (см.
табл. 3 и 4 на стр. 376). Мы сохраняем обозначения табл. 1 и 2.

Вместо полиномов (2) удобнее в качестве координатных
взять полиномы

х/а У1Ь

Rilix>y)= I Pu-iWdt ] P2J-i(t)dtt (12)
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где Рп — полином Лежандра п-й степени1). На приближенном
решении это не отразится, но вычисления упрощаются.

Таблица 3 Таблица 4

Y

1

2

3

4

5

оо

*1

0,1406
0,229
0,263
0,281
0,291
0,333

*i.i

0,139
0,222
0,250
0,261
0,267
0,278

Чз

0,1404
0,228
0,263
0,279
0,290
0,311

Y

1

2

3

4

; 5
оо

*1

0,675
0,930
0,985
0,997
0,999
1,000

*<»

0,625
1,000
1,125
1,176
1,202
1,250

*<з>

0,703
0,951
0,982
0,969
0,951
0,875

Как известно,

Pn(t)=-^[P'n+l(t)--Pn-l(t)l />я(-1)-(-1)«;

отсюда

*« (*. у)=(^-dw-d [р»Ш - *«- ф] [Ъ (i) - ^/-.Ш ■

(12.)

Приближенное решение задачи (2) будем, в соответствии с

процессом Ритца, строить в виде

«я- S а«//?//. (13)

При нашем выборе координатных функций элементы матриц
Ритца вычисляются по простым формулам: как нетрудно
убедиться, эти элементы имеют вид

(- bRih Rkl) - 4 АлВп +1 AnBik,

1) Вычисления, связанные с полиномами Ru, выполнены В. С. Сохран-
ской, которой автор рад выразить за это свою признательность. Система
{CijRij), где сiз

—

подходящим образом выбранные постоянные, устойчива
(см. § 82) для задачи (1).
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где

л„-iV.m/wo-}2''4'-"' l=k-

Bib —
1

'*
"~

(4/-l)(4fc-l)

О, 1фк%

i

{ [p2i (0 - Яй-2 (')] [Л* (0 - р2*-2 СИ л -

1

(4/
— 3) (4/ — 1) (4£ + 1)

'

2

(4/-5)(4/-3)(4/-1)
'

2

/ = &,

(4/ — 1) (4£ + I) (4/ + 3)
'

О в остальных случаях.

Свободные члены системы Ритца вычисляются по формуле

(!.*„)-{
4а&/9, * = /=1,

О в остальных случаях.

Для функции k\(b/a), через которую выражается крутящий
момент (формула (8)), получается следующее приближенное
выражение:

fe1(6/a) = a„/9a2, (14)
так как

a b

I J* Rti(x,y)dxdy = 0, / + />2, .

-а -Ь

а Ъ

J J Ди(*. y)dxdy =
-a -6

-T/Wi)-«]*/Nf)-0*-T«»-
-a -&

Функция k(b/a), входящая в формулу (9), вычисляется по

формуле

k(L\ = L\*±\Е\а) а I дх_ I
I/-0
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Дифференцируя формулу (13) и используя соотношения

Р2/(0)-Р2/-2(0)--^уЯ2/(0),
получим

/+/=-2

Приближенное решение (13) было вычислено для п = 4. Оно
имеет вид (обозначения коэффициентов несколько изменены)

Щ = Я1#11 + 02^12 + ^21 + Я4#13 + ^22 + Яб#31-

Соответствующая матрица Ритца 6-го порядка имеет вид

5 1 _а _ _4 16 4 1а

3 1.3-5 Ь 3 3.5-7 а 3 3.5*7 Ь

+
3

"

1-3.5 а

3 '3-5-7 а 7*1.3.5 6+ *"з"з-7.11а 7
'

3-5-7 b

8 1_J>+
3

*

5.7-9 а

41а л 81л, л
4 1 & 4 1

3 3.5-7 Ь 3 5-7.9 Ь
w

7 7-9-11 а 3 11-13-15 b

7 1-3-5 а

13
О

3 7.9-11 а И 1-3-5 6
т

8 1 ft

3 9-11.13 а

i _!__£ 1 1 Е>_ n £ 1 а
, t

3 '3.5-7 b 7
'

7-9-П а
и

7
'

5-7-9 &
+

8 11__ &
+

7
"

5-7-9 л

4 1а
"

8 1а

3 Ц. 13-15 b
и и

3 9-11-13 &
■ +

8 1 Ь
+ П11 1-3.5 а

Вычислив значения kf] и &(6 при различных значениях —,

получаем табл. 5 (см. стр. 379).
2. Решение по методу ортогональных

проекций. По методу ортогональных проекций полагаем

— gradw = v;
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ди

дхV* =
—

-зт И Vy =

А
а

1
^
3
4
5
10

Та

kf

0,1404
0,229
0,263
0,281
0,291
0,311

блица 5

*<®

0,683
0,920
0,971
0,987
0,998
1,037

V—'Двумерный вектор с составляющими

=

—j-. Уравнение (1) дает

divv-1. (16)

Строим какой-либо вектор V, удовлетворяющий
уравнению (16). Можно положить V= (я;0), т. е. Vx = х, 1^ = 0.

Выберем теперь систему векторов wn, удовлетворяющих

уравнению divwn = 0. Полную систему таких векторов можно

получить, выбрав wn так, чтобы их

составляющие имели вид

произведений степеней х и у. Нам, однако,

нужны не все такие векторы. Дело
в том, что и(х9#) — функция четная

как относительно х, так и

относительно у, поэтому составляющая

vx =
—

-jr- должна быть нечетной

относительно х и четной

относительно у, а составляющая vy =

= —JL _ нечетной относительно if

и четной относительно х. Аналогичными свойствами должны,
очевидно, обладать и составляющие вектора w = V — v. Так

как векторы wn нужны нам только для аппроксимации

вектора w, то их можно подчинить тем же условиям четности, и

можно положить

W!
= (л:; - у), w2 = (л:3; - Зх2у), щ - {Зху2; - f),

w4 = (х5; - 5х4у)9 w5 = (x3y2t, - .A/3), w6 = (5ху4\ - у% ...

Ограничимся первыми тремя членами этой

последовательности и положим

w « wO) — ajWl + а2уг2 + азщ

или, подробнее,
wx я* W® = а{х + а2хъ + Загху2>
wy ** wf =~а1У~ 3а2х2У ~ агУ*-

Коэффициенты аи #2, Яз надо определить из условия

||V-w|p-mInf
или

а Ь

J \ [{х~ ахх
— а2хг - Заъху2)2 + (а{у + За2х2у + а3у3)2] dx dy = min.

-а -Ь
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Выполнив интегрирование, продифференцировав затем

левую часть по аи Я2, яз и приравняв производные нулю, получим
систему уравнений:

4аЧ , 4ab*

\аъЪ

4а363 . \аЪъ

)«,+(■

4а363\ ,
/

)«, + (•

4a*b

4a7b

4а563

-з-)а2+
, /4а363

+[-г
12а563\ .

——П+
, /4а563

4а365\ .

—ь~)а*+
\2аЧъ

4аЬъ \ 4аЧ

\ 4аъЬ4а365

+(- 4ab7\
—к-

4а363

(17)

Решая эту систему, получим

fli =
21а2&2(а4-64)

#2 :

1
а2 + б2

"'
7а8 + 114ав62 + 214а464 + 114а26б + 768 '

7Ь2 (35а4 + 38а262 + 364)
6 (7а8 + 1 \4а*Ь2 + 214а464 + 1 Ш2Ьв + 7Ь*)

э

7а2 (За4 + 38а262 + 3564)
аз 6 (7а8 + 114а662 + 214а464 + 114а266 + 768)

*

(18)

Имея решение, построенное по методу ортогональных
проекций, можно оценить погрешность решений, построенных как

по методу Ритца, так и по методу ортогональных проекций.
Для упрощения выкладок ограничимся случаем квадрата
(а = &). В общей формуле (4) § 59 можно, в силу неравенства

(14) § 60, положить 8 = —1|V — w<3>||2. Имеем

|V-w(3)|p = V-IUawJ ,

где на этот раз коэффициенты а*, определяются формулами (18).
Далее,

V- 2 akwA =( V- S fl/w/f V- 51 akwk) =k=\ || \ /-1 д-i /

3 3

= IIV IP - 2 2 ak (V, wft) + 2 a,ak (W/, wft). (19)
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Коэффициенты а* удовлетворяют системе

з

S а, (wy, Wfc) = (V, w*), k = 1, 2, 3.

Умножая на ah и суммируя, получим

з з

2 ajak(wft щ) =2flfe (V, w*).

Подставив это в (19), найдем

V - S afeWJ| = || V IP - 2 ak (V, wfe).

Ho
a a

l|V|p= J Jjc2^^ = |a4,
—a —a

коэффициенты ан даны формулами (18), а величины (V, w&)
суть правые части уравнений (17). Используя эти данные, легко

найдем
II 3 IP
v - 2 a*w4= ika"=°'5бз°а4-

Вычислим теперь F(tis), где «з — построенное по методу
Ритца приближенное решение (3). По формуле (8) § 59 имеем

F (из) = ~ fai (/> Ф1)1 + <*2 (/> Ф2) + «з (/> Фз)1;

входящие сюда скалярные произведения суть свободные члены

системы (4), а коэффициенты аь а^ а% определяются по

формулам (5). Полагая a = 6, получим

^Ы=-^|-а4=-0,5616а4.
Обозначая через иг приближенное решение, построенное по

методу Ритца 'или по методу ортогональных проекций, имеем

|и-и3|<а2 /0,5630-0,5616 = а2У0,0014 = 0,037а2,

что дает относительную погрешность по энергии порядка 6%*.
Пользуясь приближенным решением, даваемым методом

ортогональных проекций, можно вычислить величину ттах;
соответствующие значения величины k(y) приведены в табл. 6.
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Y

Точное решение . . .

Решение по методу
ортогональных проек-

1

0,675

0,694

2

0,930

0,982

3

0,985

1,047

4

0,997

1,055

Таблица 6

5

0,999

1,050

оо

1,000

1,000

Сравнение с табл. 2 и 4 показывает, что точность

вычисления tmax по методу ортогональных проекций несколько выше,

чем по методу Ритца, и близка к точности, даваемой рядом по

собственным функциям оператора Лапласа (§ 14).
3. Применение метода Трефтца. В уравнении (1)

положим и = р
— х2/2, тогда Ар = 0, р\а = *2/2, где 5 —контур

прямоугольника. Применяя метод Трефтца, ограничимся одним
слагаемым, так что приближенное решение будет иметь вид

рх (*, у) = а^{ (*, у),

где <pi
— гармоническая в прямоугольнике функция. Примем

пх , пу

2а 2а

Система уравнений метода Трефтца (§ 65) сводится к одному

уравнению

S S

Произведя вычисления, найдем

16а3
<*!--■

1

я3 ch (nbl2a)
»

приближенное значение функции и равно, с точностью до по

стоянного слагаемого,

х2 16ад ch(m//(2a))
2

U
я3 ch (лЬ/(2а))

C0S
2a (20)

Приведем таблицу значений k(y), соответствующих этому
приближенному решению (см. второй столбец табл. 7). Для
вычислений использована формула

*-M„,»-.-2Ge|fL.,_,-
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Как видим, результат оказался значительно более точным,
чем по методу Ритца или по методу ортогональных проекций.
Это связано с выбором координатной функции qpi, хорошо

аппроксимирующей искомую гар- Таблица 7
моническую функцию р(х,у).

Несколько худшие
результаты получаются, если

использовать гармонические
полиномы. Именно, положим

и = и —
-J- (х2 + у2), М = О,

Применяя к отысканию

функции и метод Трефтца, введем

в качестве координатных

функций гармонические полиномы; так как функция й — четная

относительно каждой из координат х и у, то можно ограничиться
только четными полиномами. Положим

и = ах (х2 - у2) + а2 (х4 - Ьх2у2 + у") +
+ аъ (х* - 15*У + 15*У - у% (21)

Не останавливаясь на подробностях вычислений, приведем
значения tmax, полученные с помощью приближенного решения
(21) (см. третий столбец табл. 7).

Y

1

2

3

4

5

со

Решение

точное

0,675
0,930
0,985
0,997
0,999
1,000

по Трефт-
ДУ (20)

0,676
0,930
0,985
0,997
0,999
1,000

по Трефт-
ДУ (21)

0,694
0,931

0,971
0,973
0,970
1,000

§ 84. Изгиб прямоугольной пластинки,
жестко закрепленной по краю

Задача состоит в интегрировании бигармонического
уравнения

Д2©в^Гв^ (1)

где q
— интенсивность нагрузки и D — жесткость пластинки, при

краевых условиях

w\s = 0, -£1,-0. (2)

Длины сторон пластинки обозначим через 2а и 26. Оси
координат направим параллельно сторонам пластинки, начало
координат поместим в ее центре.
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Как показано в § 30, задача сводится к задаче о минимуме

функционала
а Ь

J dx j{(/iw)2-2pw}dy (3)
-а -Ь

на множестве функций, удовлетворяющих краевым условиям (2).
Эта же последняя задача может быть решена по методу Ритца.

Для простоты вычислений допустим, что нагрузка распределена
равномерно, так что р = const.

В качестве координатных функций можно взять полиномы

вида

(х2 - а2)2 (у2 - &2)2 (а, + а2х2 + агу2 + ...); (4)

мы опускаем нечетные степени х и у, так как w(x, у), очевидно,

симметрична относительно координатных осей.

В выражении (4) ограничимся тремя членами; обозначая

ф1 = (Х2 _ а2)2 (у2 _ Ь2)29 фз в х2ци фз в у2уи
мы будем иметь w « w$ = а1ф1 + агфг + азфз.

Уравнения процесса Ритца в нашем случае имеют вид

з

2 (Дфь Афт) ak = р (1, фт), т = 1, 2, 3. (5)

Произведя необходимые вычисления, преобразуем систему (5)
к виду:

(^+Ti7)al + (f+W+w)b2a2 + ^(1+Y4)a2aз = 'i2даp,

(77+^)а> + ^(1 + 7)62й2+(т+т&+^)^з=т^р.)
(6)

Здесь y = ~; уравнения системы (6) получены из (5) путем

сокращения некоторых общих множителей слева и справа.
Если пластинка квадратная, то у = 1, и уравнения (6) при-*

нимают более простой вид:

18
,

18 о
,

18 о 7

18 . 502 о
,

2 2 1
„

-77-ai +ТШаа2 + 77ааз=ТЖгР, (7)
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Решая эту систему, мы получим

w « ш3 = -£- (х2 - а2)2 (у2 - а2)2 (о,02067 + 0,0038 •£*£). (8)

Для прогиба в центре пластинки получаем

w L-o = 0»02067ра4. (9)

Если в приближенном выражении си ограничиться одним
членом и положить

w **w{=* awi
= а{ (х2 — а2)2 (у2 — б2)2,

то вместо системы (6) получим одно уравнение

Отсюда

49
0,1 = 128(7а4 + 764 + 4а262) Р' (10)

что дает для прогиба в центре пластинки значение

49а4М
w

*-о 128°(7а4 + 7М + 4а2&2)
|/=0

(И)

В случае квадрата (а = Ь) мы получаем

СУ
хв0

= 0,02127ра4. (12)

Формулы (10) —(12) приведены в монографии Л. С. Лейбензо-

на [1].
Применим теперь к нашей задаче метод негармонического

остатка1)- Для простоты допустим, что пластинка квадратная,
со стороной а. За функцию q(x,y), удовлетворяющую
уравнению Д<7 = р, примем q = р{х2 + у2)/А.

Введем в рассмотрение систему гармонических полиномов,

которая, как можно доказать, полна в подпространстве
функций, гармонических в квадрате и удовлетворяющих условию

а а

j J и2 dxdy<oo. (13)

1) Вычисления настоящего параграфа, связанные с применением метода

негармонического остатка, заимствованы отчасти из статьи 3. X. Рафаль-
сона [2].

25 С. Г. Михлин
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Нам, впрочем, нужна не вся эта система. В самом деле, из

соображений симметрии очевидно, что искомая функция w(x, у)
четная как по х, так и по у\ кроме того, она не меняется при

перестановке аргументов х и у. Можно поэтому сохранить
только те гармонические полиномы, которые удовлетворяют тем

же условиям симметрии. Выпишем первые три таких полинома:

#,-1, N2 = x4-6x2y2 + y\

Ыг = х*~ 28*Y + 70jcV - 28*У + t/8.

Ортонормируя их по области квадрата, получим три новых

гармонических полинома:

Мъ = 0,356359 (м, - Ylb ' 4>76724Л*2 - 1,40625а-%).
Соответствующие коэффициенты Фурье функции q(x,y) суть

qi = (q> МХ) = Ц~9 Й2 = {4, М2) = - 0,1397ра3,

<7з = (<7, М3) = 0,0014ра3.
В качестве б [формула (4) § 59] можно, в силу теоремы 1 § 66,
взять величину

б = - f || q |р - 2 q2i) = - 0,0249lp2a6.

Вычислим теперь величину F(wz)> где F определяется
формулой (3), a Wz

— формулой (8). По формуле (8) § 59
з

F(w3)=- Sflf(f. Ф*). f = P-

Имеем по формуле (7)

а, = 0,02067р/а4, а2 = аъ = 0,0038р/а6.

Далее, как нетрудно видеть,

а а

аФ.) = (р,Ф.) = Р j {(^-a2)2(y2-a2)2^^ = ||-pa10,
—а —а

а а

(f, Ф2) = (/, Фз) = Р j { х* (*2 - а2)2 (у2 - а2)2 dx dy = yg^ pa12.
—а —а
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Отсюда F(w3)= —0,02486р2а6 и

| w - ш3|< ра31^0,00005 = 0,0071/?а3. (14)
Теперь легко оценить и абсолютную величину разности

w — w$. Пусть и(х,у) — любая функция, дважды непрерывно

дифференцируемая в замкнутом квадрате и обращающаяся
вместе со своими первыми производными в нуль на сторонах

квадрата. Пусть, например, точка (я, у) лежит в первом
квадранте. Имеем

X У

По неравенству Буняковского
а а а а

«■(*.*)< J JV^f /(^)24^ =

х у х у
а а

= (a-x)(a-y)j J(-^L-)2rf|A,.
X У

В первом квадранте наибольшее значение каждой из

разностей а — х и а — у равно а. Отсюда легко получаем неравенство
а а

и2(х,у)<а* j Hjb-fdxdy,
—а —а

верное, как нетрудно видеть, во всем квадрате. Вспоминая, что

в нашей задаче

—а —а

а2
находим и2^-^-\и\2; применяя это неравенство к функции
ш — 103.и используя, оценку (14), получаем окончательно

\w~w3\<l^~pa*=0t005pa*. . (15)

§ 85. Изгиб полукруглой пластинки,

упруго закрепленной по краю

На жестко закрепленном крае пластинки выполняются

условия

25*



388 гл. х. численные примеры

на свободно опертом крае — условия

„Ь-о, [а._.!=•.£.];_о.
Будем говорить, что край пластинки упруго закреплен, если

на этом крае выполнены условия

a»li-=0, (1)

где k — положительная постоянная. Внутри пластинки мы, как

обычно, предполагаем выполненным уравнение Софи Жермен —

Лагранжа
tfw = q/D. (3)

Бигармонический оператор — симметричный и положительно

определенный на множестве функций, удовлетворяющих
условиям (1) и (2). Чтобы доказать это, составим скалярное
произведение

(Д2^!, w2)= \ \ w2 &2w{ dS,
s

в котором обе функции W\ и w2 подчинены условиям (1) и (2).
По формуле Грина [формула (19) § 7]

JJ«,A«»1dS-JjAeIA»ldS+J(»1^-A»1-^)rfe.
SSL

или, если воспользоваться краевыми условиями (1) и (2),

(АЧ, ш2) = J { Аш, Аш2 dS - J (i^L - *) 4=L -^ ds. (4)
S L

Правая часть равенства (4) не изменяется при перестановке
функций wi и ш2, поэтому (&2WuW2) = {wuA2W2), и наш

бигармонический оператор симметричен.
Положим теперь в (4) w\ = w2 = w. Тогда

S L Z,

> Я <»•''«-J-т1 (*)'*• (5>



\

§ 85. ИЗГИБ ПОЛУКРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ 389

Формулы (20) и (21) § 30 BegHbi для любых функций,
обращающихся в нуль на контуре L. Сравнение этих формул дает

Я«-]>№=
Ш( дх2) + 2в

d2w d2w

Tx^ly2 ■т+^-°ш}™- <*>

Теперь по неравенству (5)

(7)
Дальнейшие рассуждения протекают, как в п. 4 § 30, и

приводят к неравенству (26) § 30, которое и означает

положительную определенность нашего оператора.
Из сказанного следует, что задачу о равновесии пластинки,

упруго закрепленной по краю, можно ставить как задачу о

минимуме функционала

Я{(^+2(1-.)У^-2-^]},5 +дх2 ду2

ds-2

L S

при краевом условии (1) — условие (2), как нетрудно видеть,
естественное.

Для иллюстрации рассмотрим упруго закрепленную по краю

полукруглую пластинку. Радиус пластинки примем равным
единице; пластинку расположим, как

на рис. 16. Для упрощения
вычислений примем, что а = 0, k = 1, q/D =
= 1. Применим метод Ритца.

В качестве координатных
выберем функции вида

xuyi(l-x*-y*),
fc = 0, 1, 2, ...; / = 1, 2, 3, Рис 1б

удовлетворяющие главному краевому условию (1); мы не

вводим нечетных степеней х, так как прогиб пластинки симметричен
относительно оси у. Ограничиваясь слагаемыми, для которых

**»л

2k + I << 4, положим o>6
= 2 а*Фь где ф! = у (1 — х2 — у2),

k— i

Ф2 = #фЬ фЗ = *2ф1, ф4 = */2фЬ ф5
= *2#ф1> фб = #3фЬ
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Координатные функции не удовлетворяют естественному

условию (2), и систему уравнений метода Ритца необходимо

брать в виде (8i) § 17. Так как о = 0, то в нашем случае

Шд2у, d*<$k а2ф. а2ф&
Аф,АФ, + 2

дхду ^rirg-

L

произведя необходимые вычисления, получим следующую
систему:

26,1994а, + 21,3333а2 + 6,43557а3 + 18,8496а4 + 4,2667а5 + 17,0667а6 = 0,266667,

21,3333а! + 24,0855а2 + 4,87619а3 + 23,1619а4 + 4,02517а5 + 21,9911а6 = 0,130900,

6,43557ai + 4,87619а2 + 5,54858а3 + 3,92699а4 + 3,25079а5 + 3,25079аб = 0,038095,

18,8496ai + 23,1619а2 + 3,92699а3 + 24,3473а4 + 3,05714а5 + 24,3810а6 - 0,076190,

4,26667а! + 4,02517а2 + 3,25079а3 + 3,05714а4 + 2,36928а5 + 3,18080а6 - 0,016362,

17,0667а! + 21,9911а2 + 3,25079а3 + 24,3810а4 + 3,18080а5 + 25,4076аб - 0,049087.

Решив эту систему, найдем значения коэффициентов

^ = 0,02217, 02=-0,01146, а3=~ 0,01317,

а4 = 0,000887, а5 = 0,00759, а6 =
- 0,01083.

§ 86. Трехмерная задача теории упругости

для полуцилиндра1)

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о

равновесии упругого полуцилиндра, ограниченного плоскостями у
= 0,

у = I, z = 0 и цилиндрической поверхностью х2 + z2 = 1, z > 0.

Полуцилиндр подвергнем действию собственного веса и

гидростатическому давлению kz, k = const, приложенному к грани

Будем считать, что цилиндрическая часть границы

закреплена, а грани z = 0 и у = 0 свободны. Обозначим область

полуцилиндра через Q, грань z = 0 через So, грань у = 1 через Su

грань у = 0 через S2, а цилиндрическую грань через S.

Введем цилиндрические координаты г, 9, у такие, что

х-= г cos 6, г = г sin 9. Обозначим через и вектор упругих
смещений, его составляющие в цилиндрической системе

координат—через ur, uQ, иу, а в декартовых координатах
—

через иХ1

1) Настоящий параграф воспроизводит, с некоторыми сокращениями,
статью Ю. С. Вержбинскон, Н. П. Канаревой, Б. А. Самокища и автора [1].
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иу, uz. Решение этой задачи сводится к вопросу об отыскании

минимума функционала
1 я 1 1 я

F(u)= J* J* j {W(u)-2pyu2}rdrdQdy-2kj J* r2sinQuydQdy. (1)
0 0 0 0 0

Здесь 2W(u)—плотность потенциальной энергии упругой
деформации, соответствующей вектору смещения и = (иг, щ, иу);
р
— плотность среды, у

—

ускорение силы тяжести. Минимум
функционала (1) следует искать в классе векторов смещений,

удовлетворяющих краевому условию

4 = ti|r=1=0. (2)

Кроме того, очевидно, что поле смещений симметрично
относительно плоскости Oyz, поэтому можно дополнительно

потребовать, чтобы

ur(r9n-Q9y) = ur(r,Q,y), |
uQ (г, я - е, у) = -

щ (г, е, у\ \ (3)

uy{r, n-Q,y) = -uy{r, 9, у). )

2. Координатные векторы. Рассмотрим векторный
оператор Лапласа, взятый со знаком минус, при указанных
ниже краевых условиях:

Ви=-Ди, u|5 = 0, -JU =o, (4)
Sq, Sit S2

где v — внешняя нормаль к поверхности, тела Q.

Вектор, подчиненный условию u|s = 0, необходимо
удовлетворяет так называемому неравенству Корна *), из которого
сразу вытекает, что оператор Лапласа и оператор теории
упругости, который мы обозначим через А, являются полусходными.
Координатную систему возьмем ортонормированной в Яв; из

теоремы 3 § 82 вытекает, что процесс Ритца устойчив
относительно малых изменений матрицы системы Ритца и столбца ее

свободных членов, а также относительно ошибок округления,
связанных с решением системы Ритца.

Пусть В — скалярный оператор Лапласа (со знаком минус)
при тех же граничных условиях (4). В качестве системы, полной

и ортонормированной в Нв, рассмотрим систему функций
{фтпр_(г, 9, у)}> т, п, р = 0, 1, 2, ..., удовлетворяющих условию
фтпр(1,9, у) =0. Будем их строить в виде

Ч>тпР (г, 9, у) = fmnp (г) cos n9 cos pny.

1) См. книгу автора [11], гл. IV.
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Скалярное произведение их в Нв имеет вид

1™тпр> Ч'т'п'р'ьв
1 я I

= \ г dr \ dQ J \ -ф -j- cos n9 cos n'Q cos рщ cos р'яу -

о о

пп!

ff sin /г9 sin tt'9 cos ряу cos р'щ +

+ n2pp'ff' cos /гб cos n' 9 sin pny sin р'яг/} dy,

где f = fmnp(r), f^ = fm'n'p'(r)• Это выражение может быть

отлично от нуля лишь при условии, что п = п', р = р'. Тогда,
чтобы ортонормировать функции фтПр» достаточно потребовать
выполнения следующего равенства:

1

[U, иР] = Ао${г£$г+(-Т + Р2*2г)!Г}с1г = Ьтт,, (5)
О

где

|я/4,
если пфО, рфО,

л/2, если п=£0, р = 0 или п = 0, р^О,

л, если я = р = 0.

Функции fmnp(r) будем искать в виде полиномов. Они
должны удовлетворять условию

fmnp (0-0. (6)

Кроме того, если п Ф 0, то для сходимости интеграла
необходимо, чтобы fmnp(0) = 0. При пФО дело сводится к ортогона-

лизации в метрике (5) полиномов вида r(l — r)pm(r)\ при
п = 0 надо полиномы вида (1—г)рт(г) ортогонализовать в

метрике

tU> U1- A, j {г%%*■+p2^UU} *• (7)
о

3. Координатные векторы (продолжение). В

пространстве Не можно сконструировать следующую систему
координатных векторов, заданных проекциями на декартовы оси

координат:

^)пр-(ф«йр.0.0)>
«8Й*-(0.Ф«ЙР.0). } (8)

^-(о.о.ф^).



(9)
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Условия симметрии (3) равносильны следующим:

их (г, я - 0, у) = -

их (г, 9, у), )

иу{г, я-9, y) = Uy{r, 9, у),
иг(г9 я-9, у) = иг(г, 9, у).

Поэтому в первой формуле (8) достаточно ограничиться
нечетными п, а в1 остальных двух формулах (8)—четными п.

В составляющих по цилиндрическим осям координат

векторы (8) имеют вид

"S?«p-(°.0^mnp). \ (Ю)

US?»p - K/ip Sin 9> 4W COS 9> °> )
Таким образом, составляющие иГу ие, иу приближенного

решения можно брать в виде сумм:

ur= S (aZPcosQVmnP + aZpsinQ(Vrnnp)> ]
т, tis p

т, п, р

а
т, п, р

и

^ (И)

Суммирование в (11) будем производить от т+п+р—0
до т + п + р

= ДО, где число ДО назначено заранее.
4. Ортогонализация. Итак, в качестве системы

fmnp(r) берем систему алгебраических полиномов, делящихся на

1—г (а при п = 0— еще на г) и ортогональных в скалярном
произведении (5) (соответственно (7)). Эту систему строим
процессом ортогонализации из системы {pm(r)Y-

Hl-r)tm(r)t n-0,
РшКП \r(\-r)tm(r), пФО;

tm(r) = cos m arccos(2r— 1) — полином Чебышева I рода для

отрезка [0,1].
Не будем заботиться о том, чтобы полиномы, полученные

процессом ортогонализации (обозначим их через Рт(г)), были

нормированы. Тогда их можно определить рекуррентными
формулами

Р<> - Р0. Рт = Рт- 2 YmlPl» т > 1.

4ml = [Pm, PlVlPi, Pib
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Скобками [, ] обозначено соответствующее скалярное
произведение. Полиномы Рт(г) представим коэффициентами их

разложений по системе рк{г):

Pjr)=goa™Pk(r).
Тогда процесс ортогонализации состоит в рекуррентном

вычислении коэффициентов aim) по формулам
т-\

вГ-1. «Г=- 2 vm,<, *=о, 1 «-1.

v„,-(go<'v)/(iiiov<,<")-
Числа am для данных пир вычисляются следующим образом:

*tk=[pt, Pk\ = [r(l~r)th г(1-г)У =
1

-/{(...)M»+(--.)p?»+^;]+(...)^;}rfr;
о

если п
— О, то агь = [(1—г)^, (1—г)4]. В круглых скобках

стоят некоторые полиномы степени не выше пятой, коэффициенты
которых зависят лишь от п и р. Разлагая их в свою очередь,
по полиномам Чебышева, выразим числа а^ через интегралы

1 1 1

№= J Wudr, *ft> = \ tmtfidr, Off = J *„,/;/;dr.
0 0 0

Эти интегралы берутся и представляют собой простые
выражения от индексов m, i,k. Таким образом, процесс
ортогонализации арифметизуется полностью. Были составлены две

независимые программы в кодах машины М-20 и на языке АЛГОЛ 60,
реализующие счет коэффициентов а^\ В табл. 1 приведены

эти коэффициенты для т*+л + р-<4. В каждой клетке

таблицы приводятся коэффициенты а^ для указанных т, /г, р и

всех k в порядке возрастания, 0 *Ck ^ m. Полиномы,
коэффициенты которых приведены в таблице, ортогональны, но еще не

нормированы.
При составлении матрицы Ритца требуется вычислять

однократные интегралы по г, содержащие функции fmnv и их

производные. Эти интегралы вычислялись по формуле Гаусса со

столь большим числом' узлов, чтобы формула давала точный
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Т а б л и ца 1

п

0

0

р

0

1

т

0
1

2

3

4

0
1

2

3

Л*")
ак

1

0,3333*3
1

0,6
0,8
1,0
0,514286
1,285714
0,857143
1

0,714286

1,142857
1,333333
0,888889
1
1

0,250411
1

0,689412
0,759657
1

0,536729
1,390693
0,849441
1

п

0

0

о
1

р

2

3

4
0

т

0
1

2

0
1

о

1

2

3

Лт)
к

1

0,217591
1

0,714196
0,686509

' 1
1

0,208436
1 |
1
1

-0,2
1

0,714286
-0,571429

1

-0,476190
1,666667

-0,666667
! 1

п

1

1

1
2

2

2
3

3
4

Р

1

2

3
0

1

2
0

1
0

т

0
1

2

0
1

0
0
1

2

1

0
о
1

0

„("*)
flfc

1

-0,177323
1

0,743760
-0,554950

1
1

-0,158591
1
1
1
0
1

0,6
-0,228571

1
1

-0,035364
1
1
1
0,090909
1
1
1

результат. Для этого нужно уметь вычислять значения fmnp и

dfmnp/dr в точке. Имеем (п Ф 0)

Р'т (г) - (1 - 2r) So afHt (г) + 2г(1- г) 2 afto, (r),

где а<т) = Цт>, а

М') =
sin (/arccos (2г — 1))

/l-(2r- l)2

суть полиномы Чебышева II рода, имеющие ту же рекуррентную
формулу, что и U(r), Эту формулу мы используем,1 чтобы

построить схему вычисления в точке линейного агрегата по
функциям U(г) или щ(г). Именно, пользуясь рекуррентной
формулой

tk(r)-{4r-2)tk-x(r)-tk-2(r)9
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т

свертываем выражение 2 a/w)'fe» начиная с последнего члена:

т т—\

2 4%=«Г [(*' -2) <-,
- <-j + 20 «Г'*•

Когда в этом выражении остается лишь два члена, вспоминаем,

что г0 = 1 и U = 2г — 1.
5. Составление матрицы Ритца. Система Ритца

имеет вид
з

C(^m,rt,p/ —значение билинейной формы оператора теории
упругости на векторах u^ , u{*ln/p,. Число N определяет порядок
системы Ритца. Удобно матрицу Ритца разбить на 9 блоков, в

каждом из которых t, k постоянны.

Если не учитывать симметрию, все блоки имеют одинаковые

размеры и порядок системы равен Зя(М), где n{N) —число всех

различных троек целых чисел т, я, р таких, что т>0, п>0,
р>0, т + п + p<N. Имеем n(N) = (N + 1) (N + 2) (N + 3)/6.
Симметрия позволяет сократить число координатных функций.
Так, при N = 4 порядок системы равен 57.

Подставляя координатные векторы (8) в выражение для

квадратичной формы оператора теории упругости, найдем

нижеследующие формулы для элементов матрицы Ритца. В них

Ф
= Фтпр(г,9,У), <P/==qWP'(r> 9> У)* значками внизу отмечены

первые производные по указанным переменным, а символ

[, ]в означает, как и выше, произведение, соответствующее

интегралу Дирихле:

Стпр, т'п'р'
= М-1Ф> Ф \В +

+ {К + \х) J { фгф; - у (ф6ф; + ФгФе) sin 9 cos 9 + Дг ФеФе \rdrdb dy9

С%п1т>п'Р'= J [x(q>rcos 9 --^)ф^ + ц^Ф;со59--~-]фг/}гб?г^9^,
Q

•* J (ф<- + Т"cos e) far cos 6 - -у- sin ej r dr d6 dy,

Q

+ 1
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ОД. «w -1* ^ Мв + & + V) J ФХ г dr dQ dy,
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Cm/гр, т'п'р*
•

= J {х^ф;81пв + -^]фу+ |i^rsin6 +-^созв)ф^ }rdrdQdy9
L,mnp, т'п'р* —

^^[фэфПв+ (*» + »*) J (фг81Пв + ^С08в)^ф;8тв+ уС08в)г^Г^в^.

Если сюда подставить ф = фтп9(г> 9, у) = fwnp (r) cos n 9 X

X cos рш/ и соответствующее выражение для <р', то тройные
интегралы распадутся на однократные. По переменной г

возникнут интегралы
i

Рх(т9 п, р; т'9 ri 9 р

Р2(т, п9 р\ т'9 п'9 р'

Р3{т9 п9 р; т!9 п'9 р'

Р\(т9 п,-р\ т'9 п'9 р'

Р5{т9 п9 р; т'9 п'9 р'

Р6(т, п9 р; т'9 п'9 р'

__

Г dfmnp о -

~J dr ' т'п'р'аГ>
О

1

^

J 'тпр'т'п'р' ^Г>
О

1

___

Г dfmnp dfт'п'р' «

J dr dr '

О

1

f dfmnp *
*

=

J
-

dr Тт'п'р'Г аг9

0

= [f f —

J ' mnpi т'п'р' г
'

0

1

=

J lmnp'm'n'p'r df*

Как уже сказано, эти интегралы вычисляются по формуле
Гаусса, которая для них дает точный результат. Далее
возникают интегралы по переменным 0 и yf которые содержат,

произведения тригонометрических функций и вычисляются в

конечном виде. Для них были составлены арифметические формулы.
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Аналогично обрабатываются свободные члены р^ло системы

Ритца.
6. Результаты. В вычислениях было взято N = 4, так

что порядок матрицы, с учетом симметрии задачи, оказался

равным 57. Такую матрицу можно обратить по стандартной
программе СП-0037 системы ИС-2. Для вычисления матрицы были
составлены две независимые программы.

Программа в кодах машины М-20, опираясь на

подпрограмму ортогонализации (одновременно вычисляются не все

ортогональные полиномы, а только при данных пир), а также на

подпрограммы счета интегралов Pi,..., А* и

тригонометрических, вычисляет строка за строкой элементы матрицы С и

выдает их на магнитный барабан.
Программа на языке АЛГОЛ 60, вычисляющая сразу всю

матрицу С, из-за громоздкости не может быть обработана
транслятором ТА-1. Поэтому были составлены шесть независимых

программ для вычисления шести различных блоков №4 Мы
полагали Я = 2«105, \i = 105. После вычисления матрица
обращалась по СП-0037.

Операторы А и В в нашей задаче полусходные, а

координатная система ортонормирована в Яв. Из теорем 2 и 3 § 82

следует, что числа обусловленности матриц Ритца ограничены
независимо от N. На практике они действительно оказываются

небольшими: методом скалярных произведений были

подсчитаны наибольшее и наименьшее собственные значения матрицы С:

Ятах = 106 • 0,526 306, Ят/п = 10"4 • 0,209195. Число
обусловленности AmaxAmin = 11,01006. Машинный запас точности

позволил бы решить систему одним из точных методов и при
значительно большем числе обусловленности; если же решать систему

итеративным методом, что, по-видимому, более целесообразно
при высоком порядке, то скорость сходимости весьма

чувствительна к величине числа обусловленности. В нашем примере
знаменатель наивыгоднейшего одношагового итеративного метода

равен (Xmax —Vin)/(Amax + Ящщ) « 5/6, так что для уменыпе-

ния погрешности, например, в 104 раз требуется 50 итераций.
Вычисления были проведены также для N = 5, что

соответствует, с учетом симметрии, 90 координатным функциям. Система

Ритца решалась наивыгоднейшим одношаговым итеративным
методом. В качестве оценок для Хт^х и А,тт использовались

значения, полученные при N = 4. Скорость сходимости

оказалась порядка ожидаемой: 50 итераций давали около 4 верных
знаков.

В табл. 2 приведены коэффициенты приближенного решения,
соответствующего значению N = 4.
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Таблица 2

тпр тпр
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о
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о
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0
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-0,7322471
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-0,2567310
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§ 87. Вычисление собственных чисел обыкновенного

дифференциального уравнения второго порядка

С целью проиллюстрировать вычислительный процесс
рассмотрим уравнение

!(/ГТ7£)+^ = о (1)

при краевых условиях

ы(0) = «(1) = 0. (2)

Отыскивая решение по методу Ритца, возьмем координатные
функции

щ{х) = {\-х)х\ £=1, 2, ...
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Ограничимся первыми тремя функциями

ф! (х) = (1 - X) X, ф2 (X) = (1 - X) Г2, Фз W = (1 - X) X3.

Применяя метод § 42 (подробности вычислений опускаем),
получим для определения % уравнение

0,404757774—^ Я 0,216156130-™А, 0,135002282 - yJgX |

0,216156130 —-^-Я 0,510789821—у^Я 0,675363337-щ Я, | = 0. (3)

0,135002282-jjgЯ 0,675363337-™ X 1,023822057 -^х

Наиболее простое и грубое приближение к первому
собственному числу получим, приравняв нулю диагональный минор
первого порядка:

0,404757774-^/30 = 0, (4)

что соответствует использованию в методе Ритца одной только

координатной функции q>i(x). Из уравнения (4) получаем1)
М1}= 12,14273.

Второе приближение получим, приравняв нулю минор
второго порядка:

0,404757774- —Л 0,216156130 --^-Я
0,216156130- ±К 0,510789821-г^Я_ __ г0; (5)

меньший из корней уравнения (5) равен M2)=s 12,12781, что дает

более точное приближение к наименьшему собственному числу
задачи (1) — (2). Решая уравнение (3) по методу Ньютона,

получим еще более точное значение

М3)= 12,12255. (6)
Каждое из чисел х\1\ %¥\ %?] больше собственного числа Я,ь

Приближение к Х\ снизу получим, используя упомянутый в п. 1

§ 74 прием, основанный на сведении данной задачи к

интегральному уравнению.

Уравнение (1) при краевых условиях (2) равносильно
интегральному уравнению

1

и {х) - К | G {x, s) и (s) ds = 0, (7)

') Верхний индекс у X означает номер приближения, нижний —номер
собственного числа.
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где G(x9s)—функция Грина1) данной задачи. Для построения
этой функции интегрируем уравнение

его общий интеграл равен v = C{ У\ + х + С2. Находим два

решения, из которых первое обращается в нуль при х = 0,

второе—при х = 1:

v^AiVT+^-l), v2 = B(VlT^-V2l
Мы найдем функцию Грина, если будем считать постоянные

А и В функциями параметра s и подчиним их требованиям,
чтобы при х = s

_

dv\ dv2 1
Vl ~ Vci>

дх дх
~~

]/Т+Т
'

Это дает уравнения

^(VTT5-i)-B(VT+I-V2)f —±=—*==-—1=.KY ' \г г /»
2/l + s 2Vl+s Vl+s

Отсюда, например, B = 2(Yl + s — l)/(l/^2 — l). Теперь

G(x, я)-2(УТ+7-1)(/ГТ7-У2)/(уР2"-1)1 *>s.

Так как функция Грина симметрична, то

G (*, S) = 2 (VT+7 - 1) (VT+7 - V2)/(VT - 1), х < s.

Трактуя G(x,s) как ядро интегрального уравнения (7),
построим по обычным правилам второе итерированное ядро; мы

получим тогда, при х ^ s,

G2(x9s)=s(J2V^{(V2-VT^W2-l)x
х (- 2-*-■£-2 уТ+7 + х УТТ7) +

+ 4(1/2"- ^ТТ1)1 + (уГГ+7~1)[(/2'-» l)(2 + s + -|- +
+ 2/2 VT+7-l/2s УТТ7--У-(1/Т+7-1)]};

значение G2(x, s) при х > s получается, по симметрии,
перестановкой аргументов х и s. По формуле (*) § 74 находим

а2 = J J G2 (я, 5) dx rfs,
о о

1) Подробнее о построении функции Грина см., например, В. И.

Смирнов [31, гл. IV, § 1.

26 С Г. Михлин
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или, так как ядро симметрично,

а2
= 2 Г ds Г G2 (x, s) dx,

о о

что в нашем случае дает а2 = 0,0076414951.
Аналогично

а4 = 2 f ds f G2 (*, 5) d* = 0,50092905 . 10~4.
о о

По формуле (5) § 74 получаем приближенные значения с

недостатком для наименьшего собственного числа

4

Яи= \JY'a2 = 11,4395997, %l2 = l//a4 =11,886553.

Беря более точные приближения, получаем окончательно

11,88655 < %\ << 12,12255. Взяв за %\ среднее арифметическое
приближенных значений с недостатком и с избытком, получим
приближенное значение %\ = 12,00455 с относительной

погрешностью, меньшей 1%.

§ 88. Собственные колебания стержня переменного сечения

Уравнение свободных колебаний стержня переменного
сечения имеет вид

^■&[/wS]+pSW£-o- (О

Здесь, как обычно, ось х направлена по оси стержня, z(x/t) —

поперечные смещения его точек, 1(х) и S(x) —момент инерции
и площадь поперечного сечения с абсциссой х, Е и р

— модуль
Юнга и отнесенная к единице длины плотность материала
стержня. Допустим для определенности, что один конец стержня

закреплен, а другой — свободен. Обозначим через L длину
стержня и поместим начало координат в его закрепленном конце.
Тогда краевые условия нашей задачи запишутся так:

(2)

(3)

Как обычно, ищем решение в виде

г {х, t) = и (х) sin (Y% t + а), а = const (4)

zUo=°.

ax !*=L

dz
dx

d*z
dx3

= 0,

= 0.
X=L
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Тогда уравнение (1) и краевые условия (2) и (3) переходят в

следующие:

ы(0) = 0, и'(0) = 0,

m"(L) = 0, m"'(L) = 0.

(5)

(6)

(7)

По доказанному в § 45 наименьшее собственное значение hi
нашей задачи равно минимуму интеграла

L L

на множестве функций, удовлетворяющих краевым условиям
(6) и (7) и дополнительному условию

J pS (х) и2 (х) dx = 1. (9)

Отыскивая минимум интеграла (8) по методу Ритца,
возьмем в качестве координатных собственные функции оператора
d ^u
-7-J- при краевых условиях (6) и (7). Эти функции образуют
полную ортонормированную систему. Как известно1), указанные
функции имеют вид

Ч2т-\(Ъ) =

Ф2т (I) :

sin akl ch afe|

sinT Ch~f
cos akl sh akl

cos-^- sh-^-

£ = 2m- I,

k = 2m,

(Ю)

где ah — корни уравнения2) cosacha=l; в формулах (Ю) за

основной принят отрезок—72^£<^72, причем условия (6)
относятся к концу I = — 7г, а условия (7) — к концу g = + l/2.

1) См. В. Н. Фаддеева [1, 2].
2) Значения а& приведены, например, в статье В. Н. Фаддеевой [1],

табл. 7.

26*
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Чтобы использовать функции (10) в нашей задаче, нужно,
очевидно, положить

2x-L
6— 2L (11)

Полагая приближенно

п

и (х) « 2 a^k М, tyk (х) = щ {^г~),
ft-1

мы получим, в соответствии со сказанным в § 45, следующее
уравнение для определения X:

где

Аи-1Вп А12-ХВ12 ... А1п-ХВ{п
А2\ — ХВ2\ А22 — ХВ22 ... А2п — КВ2п

Ап\ — ХВп{ Ап2 — ХВп2 ... Апп — ХВпп

о, (12)

Aik=E 11 (x)tf(x)^{x)dx9 Bik=j pS(x)q.(x)<bk(x)dx. (13)
о о

Для примера рассмотрим однородную трубу в виде полого

усеченного конуса осевое сечение этой трубы показано на

_ L н рис. 17. В этом случае

/М=-| (if4-а*),

S(x) = n(y*-a\

где

y
= R т— х =

Рис. 17. -*-(&+1/2НЯ-г).
2x-L

Если в (13) сделать замену | = —2L~~9
то К0ЭФФиДи^нты

Лгй и Bik принимают вид

А»-ТЕ?{[т* (R + rf-a4]m -±(R + r)(R-r)W +
+±(R + rf(R-rfl%-2(R + r)(R-r)3Ifl+(R-r)*I?l}, (14)

B«-«PL{[H±i£-e«]7S-i(i?2-r,)78l + W-r),/Sf. (15)
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АО) Г(2)
Здесь IiL ..., I\k! — интегралы, определяемые формулами

7(«)= J |«ф-(|)ф-(|)4, я = 0, 1, 2, 3, 4,
-Vi

/$ = J ГФ,(|)Ф,ШС п = 0, 1, 2.

(16)

При различных соотношениях между i и ft мы получаем

следующие группы формул.
I. / = k нечетное.

т=<> 7a--2ojctg«i.
/(2) 2 "fe

АО)

/й—jf+anctg-f--^ctg'-f,

iffl--4(aSctg,^--4afcclg^- + 4).

II. /«и четное.

/й-at. /l'l=-2altg2^,
4 2

/l^-a.tg-^-^tg2^,
/i3l = -|-(aItg2^+4afetg^ + 4),
^ = 4-i(6afctg^ +aitg2^+6).

III. 1фк, i нечетное, k нечетное.

,злз
8aiafc , u* _A_ ufe

ctgyctg-i,(«2+«D2

8a?a| f ,
a,

, ak (3a? + a|) afe (a?+3a|) a, 1
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4(qj-6a?«i + <4),(3) 6afoft f 4 (a?-6a?

«?+al [К" 3af)aftctg^ +(af-3a|)aiCtg^j-

'* («ba!)2lWtg 2Ctg 2 (a2-«2)2 .

+

+-^|-[(«?-3aI)a<ctg^--(a| + 3a2)aActg^]}.
IV. 1фк, i четное, k четное.

12-o. /ffl-
8a?aз„зiuk

ik

2„2

(«f + aJS8
* - tg"'

2 2

(2) 8a^4 f at ak а\ +Щ ak a| + 3af
,

aЛ

'д "PF#{°""'tg^te^+^r','tgf-^4<"te^}'
6a^a| f 4(a{-6a^ + at)

(«?+«i)2
,(3)
_

6a<afe f

(a2 + a|)2\ ^-^2

V. I нечетное, k четное.

8a?a'
з„з
iwft

J^f^T^f'

;-За2)а^-(«2-За2)«,с^
+ ■

«< + «*
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-(«?-.3aaalctgTJ+ (a2 + a|)2 )•
VI.

ЯЙ-i, /и-о,- /■**,
~(1) r(0/ 2 2 7(2) r(2)/ 2 2

Для численных расчетов примем следующие размеры
трубы: L = 4000 лш, /? = 400 мм, г = 200 лш, а = 100 лш.

/г

Полагая в приближенном выражении и » 2 в*ыЛ, я = 1, 2, 3,
&=i

мы получим для определения Я следующие уравнения:

1) 0,8526 — 0,1917 • 109Яр/£" = 0,

2)

3)

= 0,
0,8526-0,1917 • 104-§■ -1,5341+0,0632 . 104 -§•

■с с

-1,5341+0,0632 • 104 -§- 39,4262-0,3526 • 104 -£ ,
Ь Е I

0,8526-0,1917 • 104 ~~ -1,5341+0,0632 . 104 -J- . 1,1077+0,0037 . 104 -£
-1,5341+0,0632 • 104 -|г 39,4262-0,3526 • 104 -|- -26,614+0,0865 . 104 -|-

.с Е Е

1,1077+0,0037 • 104 -§- -26,614+0,0865 . 104 -£■ 156,59-0,3168 . 104 -£
Е Е Е

•о,

наименьшие корни которых суть

Я(,°-0,4446. 10"8 —; Я(,2) = 0,4226 • 10~8 —; Я(3) = 0,4171 . 1<Г8-.

Как видно, последовательные значения %\ довольно быстро
приближаются друг к другу: относительная погрешность при

переходе от Я(1!) к Я(13) составляет около 5%, а при переходе от

Х(? к Я(13) —около 1,3%. Для второго собственного числа

уравнения 2) и 3) дают приближенные значения

Xf = 11,628 . 10~8£/р, Я(23) = 11,074 . 10"8£/р;
относительная погрешность при переходе от xf] к ^
приблизительно равна 5%.
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Попытаемся оценить значения собственных частот

колеблющегося стержня снизу. Чтобы упростить вычисления,

рассмотрим случай сплошной трубы (а = 0). По методу Ритца
собственные числа опять определяются из системы вида (12), в которой
только следует заменить коэффициенты Aik и Bih новыми

коэффициентами Аш и Bih\ их вычисление теперь не потребует
особого труда: как легко убедиться,

Aih =Aik+^§i- /S; В1к - Bik + n9La2lfl

Полагая опять п = 3, получим для наименьшего значения X

приближенное значение с избытком

^«0,34498. 10~8Е/р. (17)

Чтобы оценить значение к\ снизу, сведем нашу задачу по

способу § 74 к интегральному уравнению с симметричным
ядром. Это ядро имеет вид

*(*, t)=VS(x)S(t) G(x, t),

где G(x, t)—функция Грина нашей задачи, a S(x)—площадь
сечения стержня, с абсциссой х. Функция Грина G(xjt)
определяется как решение дифференциального уравнения

dx2 ('W^)-o.
непрерывное вместе со своими производными первого и

второго порядка, тогда как третья производная терпит при х = t

скачок, равный
дЮ\ 1дЮ

дх3 а*Ч-*+о 'Wt-x-o ил 4-ж+о

Проведя необходимые вычисления, найдем, что при x^.t

к(х, t)- w%ZCcx) Wtx2- (* +2Ct)*31; c^^ir*
Теперь можно вычислить второй след ядра:

l t

А2 - 2 J dt j К2 (х9 t) dx = 8,979548 . 1016.
о о

Параметр интегрального уравнения равен Яр/£. По формуле
(4) § 74 получаем приближенное значение Х\ с недостатком:

Я, ~ 0,33371 . КГ8—. (18)
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Значения (17) и (18) вычислены для размеров г, /?, L,
указанных выше.

Среднее арифметическое значений (17) и (18) дает

Я, = 0,3390- 10"8£/р

с относительной погрешностью, меньшей 1,5%.

§ 89. Радиальные собственные колебания упругого цилиндра

Наименьшая частота coi собственных колебаний упругого
тела, поверхность которого свободна от напряжений,
определяется соотношением

yf-min^, (1)

где у —плотность среды, W(u)— потенциальная энергия

деформации:

> 2W(u)= j* {№ + 2{i(*l + Bl + Bl) + Vi(vlg + ylz + vlz)}dQ, (2)

0 = гх + гу + ez
и

Н (и)= \ (ul + u* + u*)dQ-Uf. (3)

Условие отсутствия напряжений на границе тела —

естественное, поэтому нет необходимости подчинять и каким-либо

краевым условиям; однако и следует подчинить соотношениям

JudQ = 0, JrXudQ = 0, (4)
Q Q

выражающим отсутствие жестких смещений.
Рассмотрим случай, когда упругая среда заполняет круговой

цилиндр радиуса R и высоты А, и допустим, что колебания —

радиальные, так что и имеет в цилиндрических осях р, О, z

только две составляющие ир и и2, которые не зависят от угла -О.
В формулы (2) и (3) введем цилиндрические координаты вместо

декартовых. Мы получим тогда

2r(u)=f{X(8p + e<, + 82)2 + 2tl(e2 + 8^ + e|) + li(Y^ + Y^ + YL)}^.
Q (5)

H(u)=l(ul + ul + u%dQ, (6)



410 ГЛ. X. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

где, в условиях радиальной симметрии,

дир ди2
dfl

""

aft

8p
=

~air'
dwp dw;

dp
> Yp« = Y«z = 0.

Подставив это в (5) и (6) и выполнив интегрирование по О,
найдем

2W{u) = 4nWl{u)9 Я(и) = 2лЯ,(и),
где

R h

шм-\,*,\ш+^1+

\1диЛ2 ul /ЗиЛ2] /див ди.\2}

R h

Я,(11)-/р^р j{ul + u$dz.

При этом

о . 21Г, (и)

(7)

(8)

(9)

Отыскивая минимум отношения (9) по методу Ритца,
возьмем приближенные значения и9 и uz в виде

"р
= Р (во + я^ + ягР2 + Дзг2)|

иг=Ь0 + Ьхг + &2р2 + &з22.
(Ю)

Множитель р введен в ир потому, что, как это ясно из

соображений симметрии, и9 = 0 при р = 0.

Коэффициенты в (10) не произвольны, а связаны

соотношениями (4), которые дают

0(сцН , a2R2 i a362\

(*4
6 ' 5 ' 9

■)•
я _

б /ад2 а3лз\

(И)
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Соотношения (11) позволяют исключить коэффициенты* ао, Ь0,
ах\ это дает нам

ир
= а2(р*-Щ+а3(£р-Нг9 + г>Р) + Ь2(^-г9-¥?-Р), (12)

Введем в рассмотрение векторы смещений

ф1-(0;г-|), Ф2 = (р3--2|1р; О),
3#2/б/?2 3#2 2 Я2\

Ф4 = (4р-Ар2 + 22р;0), % = (о; г*--£.); J
(13)

в формулах (13) на первых местах записаны составляющие по

оси р, на вторых
— составляющие по оси г. С помощью

векторов q)i, ...
, Фб можно записать формулы (12) в более удобном

виде

U = &,ф, + 62ф2 + &3ФЗ + &4<Р4 + &5*5- (14)

Введем обозначения

R h

2IP, (и, v) = Jpdp ]"{*,(•
дип

dp m
+ 2|i(duy dv9 u9vp duz dvz\

dp dp
+

p2 + dz dz / +

dvp ,

.3p
'

>
,

duz

VP

P

•V

, dvz
1

5г.

d°P ■

)+

dvz

dp )}dz,
Hi (u, v) = J pф J (ырОр + мг»2) dz.

Как это вытекает из общих результатов § 43, уравнение для

определения величины у<ь2 = * имет вид

2Wi (%■ Ь)-КИ1 (Ь- Ь) 2Wi (Ь- %)-KHi (Фг ч>2) - 2W,i (4>i. %)-*ii (fi. »„) I

*», (Ф,. Ф,)-*Я, (»,. Ф2) 2Г, (Ф2. Ф2)-ХЯ, (Фу (р2) ... 2W, (ф2, Ф^-ХЯ, (<р2. »„) _ 0>

2в71 (Ф|. Фа)-*»! (»|. Ф„) 2^( (Ф,. Фп)-*й,'(Фг'-Фд) .'. Yr, (фп, Фч)-ад,'(Ч>п. Ф„') |
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Если выполнить все необходимые вычисления, то это уравнение
примет следующую форму:
(k + 2\i)R2h3 2kR*h

R2h3
24

2kR*h (74 A, + miDRtfi
75

3R*h
200"*

0

(А, + 2Ц) RW

2

24
*

2kR*h2

6 (A, -{- Ц) fl8

25/i

^</i

+^(t:+2y-
\ 100 h

T
24 /

(A, + n)fl2/is
90

+

+
~"l2~~ "720"*

(A +2n)fl2ft2
2

24

2kRW %R4i 2{k + 2\x) R*h*
3

2RW
45

(15)
Уравнение (15) распадается на два, так как четвертый

столбец содержит только один член, отличный от нуля. Одно из этих

уравнений есть

(Я, + ц) R2h5 , ц/?4/г3 /?4/г5
90 -*"

12 720
•и = 0, (16)

второе же имеет следующий вид:

(k+2v)R2h
2

24
*

2kR*h

5

0

2A,#</i

5

(74Л + 124ц) R*h

75

200
*

0

0

0

6 (А, + Ц) #*

(Я + 2ц) R2h?

24

2A,#</i2

25/i 5

(A, + 2M>) fl2ft2

2

24

2kRW kR*h2 2(k + 2\x) RW

3

is"""*

-0.
(17)



§ 90. КОЛЕБАНИЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ 413

В определителе (17) умножим первый столбец на Л и вычтем

из четвертого. Тогда первые два элемента четвертого столбца

обратятся в нуль. По известной теореме Лапласа определитель
в (17) распадается в произведение двух определителей, а

уравнение (17) сведется соответственно к двум квадратным

уравнениям

(А, + 2ц) R4
2

2Я#4/г

R2h*

24

2XRAh

5

(74%+124ц) RQh
75

ZR*h

200

(18)

6(% + y)R* , »R*h (6R* \2

25/г
^

4 \ 5/г2
+ г)

-(■
3tf8
100/г^"

%R*h

#)-

А,/?4/*

(Я, 4- 2ц) /?2/t3
6

/?2/*5
360

= 0. (19)

Наименьший из корней уравнений (16), (18) и (19) дает

(приближенно) значение нх
= у®], где, как мы условились выше, ы\

означает наименьшую частоту собственных колебаний цилиндра.
Положим, например, а = 7з или, что то же, X = 2\х. Положим

еще h = 4, R = 2 и введем обозначение ус/\х = v. Решая
уравнения (16), (18) и (19) при указанных значениях, найдем, что

наименьший корень vi = 2,722808 и, следовательно,

coj « 0,1650051 Уф.
Если приравнивать нулю диагональные миноры определителя
(15), то получатся следующие приближения (цифра сверху
означает номер приближения):

V^ = 3, V<.2>: l>(3): !V(4)e vf) = 2,722808.

§ 90. Колебания упругой прямоугольной пластинки

в ее плоскости

Для определенности рассмотрим пластинку, край которой
свободен от действия внешних сил. Уравнения свободных
колебаний упругой пластинки имеют вид

4
дх

ху

ду

до

(D2pWA = 0,

дх

■)-
ду)-<»2риУ=0- (1)
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Здесь р—-плотность упругой среды, ^ и ц-ее коэффициенты
Ляме, со — частота свободных колебаний. В соответствии со

сказанным в § 51 наименьшая собственная частота определяется
из соотношения

paf-min-^^. (2)

Через W(u) обозначен интеграл энергии упругой деформации,
равный

Г Г
ч л дих дии I дих дии \2 )

2*0.)-J (^ + 2^)е2-4ц-^^+ ц(-^+-^) JdQ, (3)
Q

0 = ■

дх
'

ду
'

а через Я (и) — интеграл

H{u)-j(u*+ul)dQ. (4)

Краевое условие нашей задачи естественное, поэтому при
отыскании минимума (2) можно не подчинять и никаким краевым

условиям, однако и следует подчинить условиям, исключающим
жесткое смещение пластинки:

Г их dQ = 0, J uy dQ = О, J (xuy — yux) dQ = 0. (5)
Q Q Q

Рассмотрим для определенности случай прямоугольной
пластинки. Обозначения длин сторон и расположение координатных
осей возьмем, как в § 84. В качестве координатных выберем
функции

cos (knx/a) cos {tnny/b)y k, m = 0, 1, 2, ...

Положим, ограничиваясь значениями k + m^2,
nx , 2nx , ш/ , 2ny , nx ny

ux
« a{ cos f- a2 cos ——Ь a3 cos -^-+а4 cos-т^-+ a5 cos

— cos -~,
u w О О CL О

, тех . 1 2пх . 1 пу ,
м,= &,cos Ь 62cos Ь ft3cos-^-+* а а о

+ 64 cos-~- + 65 cos—cos
-у-. (6)

В силу третьего равенства (5) коэффициенты aft и Ьк связаны

соотношением

ab{ = аф\ (7)

первые два равенства (5) выполняются автоматически, так как

выражения (6) не содержат свободных членов.

Формулы (6) удобно трактовать следующим образом.
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Введем девять векторов щ, kR — 1,2, ..., 9, полагая

<p,
= (cos-^, О),

( 2лх п\
«»8-(cos —, 0J,

ф5=(6, COS^-),
«P7 = (0,cosY).

COS

ф4 = (о,

пу
COS

их \

а)'
2пх \

cos—)»

,=(о.

Ф6 = (соз-^,0),
/ пх пи

Ч>8 = (COS
— COS -f

ь )•

, о),
ПХ

COS COS
а

Формулы (6) и (7) показывают, что искомый вектор и

приближенно выражается линейной комбинацией векторов <pi, ...

Обозначим abpto2/\i = х. Для определения к воспользуемся

уравнением (4) § 43. В нашем случае, после того как каждая

строка определителя поделена на ц,/2, оно принимает вид (8)
(см. стр. 416; а — коэффициент Пуассона).

Заметим, что уравнение (8) можно упростить, так как второй
столбец определителя (8) содержит только один отличный от

нуля элемент; уравнение (8) распадается на два, из которых
первое получится, если приравнять нулю указанный элемент, а

второе
— если приравнять нулю минор этого элемента. Первое

уравнение имеет корень

—

ап2 (JL j_— л.— JL\K~~
a + b W + a3"1" n2 a)' (9)

Чтобы решить второе уравнение, зададимся какими-либо

численными значениями а и —. Пусть, например, а =
-^,

— =

у.
Тогда указанное уравнение принимает вид

2-Х

0

0

16

0

0

0

0

0

8л2-X

0

0

0

0

0

128

а

0

0

2л2-х

0

0

0

64

3

0

16

0

0

8л2-х

0

0

0

0

0

0

0

0

8л2 -и

0

0

64

3

0

0

0

0

0

32л2 - и

J28

3

0

0

0

32

3

0

0

64

3

4л2~х

0

0

64

3

0

0

32

3

0

0

17Л2

2

= 0. (10)
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Отметим, что при ^ =
у и "а"

=

Т величина (9) равна х0 =

= 19,315273. Чтобы проследить за сходимостью процесса, будем
находить приближенные значения наименьшего корня хь

приравнивая нулю диагональные миноры определителя (10).
Приравнивая нулю миноры первых трех порядков, мы получим
значения х, равные 19,739209 и 78,956835. Сравнивая это с х0,

получаем в качестве приближенного значения наименьшего

корня уравнения (8) величину 19,315273.

Приравняем теперь нулю минор четвертого порядка

2л2-х 0 0 16

0 8я2-х 0 0

0 0 2я2-х 0

16 0 0 8я2-х

= 0.

Наименьший корень этого уравнения равен 15,692682. Так как

это число меньше, чем хо, то его и следует считать более точным

приближенным значением величины а&рсо2Д1, где через oi

обозначена наименьшая собственная частота колебаний пластинки.

Приравнивая нулю миноры более высоких порядков, мы каждый
раз будем получать наименьший корень 15,692682. Таким
образом, в пределах принятой нами точности а&рсо2Д1== 15,692682.

§ 91. Устойчивость сжатой эллиптической пластинки

Рассмотрим эллиптическую пластинку с полуосями а и Ъ

(а > Ь), край которой закреплен. Допустим, что пластинка под-

XD
вержена действию равномерного давления ох = оу= т-,

хху = 0. Найдем наименьшую величину нагрузки, при которой
пластинка потеряет устойчивость.

Уравнение (4) § 49 в нашем случае принимает вид

А2^+ЯДш = 0. (1)

Задача состоит в нахождении наименьшего собственного
значения уравнения (1) при краевых условиях

' dv (2)

27 С. Г. Михлин
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Применяя к нашей задаче метод Ритца, в качестве

координатных возьмем функции1)

хтуп (1 - х2/а2 - у2/&2)2, т, п = 0, 1, 2, ... (3)

Ограничиваясь значениями т + я<2, получим

/ х2 цЪ \2
W ™

V
~~

О*"
"

б5") ^ +^ +^ + ^4* +%**/ + ^)- (4)

Положим а/Ь = у, А,я2 = х.

Как обычно, метод Ритца приводит нас к уравнению
(подробности вычислений опускаем):

I (3+2Y4 3Y4)- 0 0 -1(1+2у+Зу2)- 0 ± (±+2у+Зу^~
-Т(1 + У)и "5"х "W*

2Y + A +

О XI -~:+-Л И 0 0 0 0<W)"
0 ° ^+ 5V+^- О О О

v(|+2+3Ys)-
4tt4)«

Y

_27_ 3Y^ llv_ _L.JL + ^1
10Y 10

+
15

U
10Y 3

f
10

- + 5Y2 + 6-

J_/ 1

~6■(*�■>

,-i(?«+w)-
1

5Y8

0 JL + JL + JL о 2U+-L +JL-
10Y3 3y 10 10 10Y3 15Y

-*Гу(, + зЙ*|
(5)

Второй, третий и пятый столбцы определителя (5) содержат
только по одному элементу, отличному от нуля. Вследствие этого

1) Оси координат, как обычно, направляем по осям симметрии
пластинки.
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уравнение (5) распадается на следующие четыре:

2V+-5-+V—i-(v+*)"-°.
{+ 5Y+ ^r-4(4r+ 7b==0'

419

(6)

(7)

(8)

-(3 + 2Y2+3v4)-

-|d+Y2)*
v(f+ 2 + 3Y2)-

15
*

15y

10y 10
"*"

15

1

1
+ -Y+X-

10y 3 10

10va 3y+10
27Y .

3

10
"**

10y3

11

15y

~20Y \1+ 3Y2)X

= 0. (9)

5Y3

Если xi — наименьший из корней уравнений (6)—(9), то

приближенная величина критической нагрузки равна -pjj-'.
Возьмем для примера y

= 2. Корни уравнений (6), (7) и (8)
равны соответственно 78; 1.02,69; 121,8. Уравнение (9) при y = 2

принимает вид

472 - 10и

4
59--~х

59 1

4 20Х

59

3

313

30

91

120

4

7

60
*

59

3

91

30

1393

120

-Тбн

_ л
240

*

= 0,

или, если раскрыть определитель и разделить на коэффициент
при х3,

у? - 343,5707>с2 +-32028,293* - 806705,6 = 0.

Это уравнение решаем по способу Ньютона, беря за первое
приближение корень диагонального минора первого порядка
х' = 47,2. Второе приближение, даваемое методом Ньютона,
будет х" = 42,06696, третье приближение х'" = 42,06681. Таким

образом, с достаточно высокой степенью точности можно

считать xi = 42,067.

27*



ГЛАВА XI

ПРОЦЕСС БУБНОВА-ГАЛЕРКИНА

§ 92. Описание процесса

Процесс Бубнова — Галеркина 1) можно рассматривать как

обобщение процесса Ритца для уравнений вида Аи = f, где

оператор А необязательно положительный. Прежде чем описывать

процесс в общем виде, изложим его для более простого частного

случая, который, впрочем, охватывает подавляющее

большинство приложений.
Пусть неизвестная функция и(Р) удовлетворяет в некоторой

области Q неоднородному уравнению

Lu-/(/>)-0 (1)
и, может быть, некоторым однородным краевым условиям.
Выберем бесконечную последовательность координатных функций
Ф1(^), Ф2(^)>. •. ,q>n(P),..., которые достаточное число раз (в
соответствии с данными задачи) непрерывно дифференцируемы в

замкнутой области Q = Q + S и которые удовлетворяют всем

краевым условиям нашей задачи. Как обычно, через S

обозначена граница области Q. Будем считать, что как уравнение (1),
так и соответствующие ему краевые условия линейные, тогда

функция
п

ип(Р)=2>акщ(Р), (2)

где аи
—

произвольно выбранные постоянные, удовлетворяет
всем краевым условиям задачи. По методу Бубнова —
Галеркина коэффициенты ah определяются из требования, чтобы левая

часть уравнения (1) стала, после подстановки в нее ип(Р)
вместо и (Р), ортогональной к функциям q>i (Я), ф2 (Р),..., фп (Р).

Метод Бубнова — Галеркина тем самым приводит, к

следующей системе линейных алгебраических уравнений:
п

2 ak {Ьщу фт) = {f, фт), т = 1, 2, ..., п. (3)

1) Часто пишут «метод Бубнова — Галеркина»,
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Если ставится задача о собственных числах уравнения

Lu — Ал = 0,

то процесс? Бубнова — Галеркина точно так же приводит к

системе уравнений
п

2а*{(^Фь фт)-А,(<РЬ Фт)} = 0, k=l, 2, .... п;

приравняв нулю определитель этой системы, мы получим
уравнение, определяющее приближенные значения собственных
чисел:

(£фь <Pi)-M<Ph <Pi) (Й>ь ф2)-Мфь фг) •-. (£фь ф«)-^(фь ф/г)

(£фг> Ф0""^(ф2, фО (£фг> фг) — Мфг, фг) . •• (£фг, Ф/г)-Мфг, ф/г)

(£ф/г, фО - Я (фл, фО (1ф„, ф2) - X (фт ф2) ... (£фя, ф„) - X (ф„, ф„)

= 0.

Нетрудно дать и более общую формулировку процесса
Бубнова — Галеркина. Пусть линейный оператор А определен на

множестве, плотном в некотором сепарабельном гильбертовом
пространстве, и пусть требуется решить уравнение

Аи — f = 0. (4)

Выбираем последовательность элементов {фп}, фпейд, которые
будем называть координатными.

Приближенное решение уравнения (4) мы строим в виде

линейной комбинации координатных элементов с постоянными

коэффициентами (2). Коэффициенты ah определяем из условия,
чтобы после замены и через ип левая часть уравнения (4) была
ортогональна к элементам фЬ ф2,..., фп. Это приводит к

следующей системе линейных уравнений с неизвестными ak:

п

S (ЛфЬ q>j)ak = (f, фу), /= 1, 2, ..., п. (5)
k—1

Точно так же задача о собственных значениях для уравнения

Аи - ХВи = 0 (6)

приводит к уравнению

(Лфь ф1) - X (Вфь фО (Лфь ф2) - X (Вфь ф2) ... (Лфь фп) - X (Яфь фя) I

(Лф2, ф1) - X (£ф2, ф,) (Лф2, ф2) - X (Яф2, ф2) ... (Лф2, ф„) - X (Вф2, уп) I
0

(лЧ>п, ФО —Я, (Вф„, фО (Лф„, ф2) -X (£фшф2) ... (Лфп, фя)- X (Вф„, фя) I
(7)
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Если В = £, то уравнения (6) и (7) принимают более простой
вид

Аи - Хи = 0 (8)
и

(Лфь (Pi) - A, («Pi, <Pi) М<Рь Фг)
- А, (фь Фг) ... (Лфь Фя) - Я, (фь Фя) I

Ифг, ф!)-^(ф2, ф!) Иф2, Ф2)-Мф2, Фг) ... Иф/z, ф2)-Мф/г> фг)

Мфт ф1> ~ Я (ф«, Фя) (Лфп, Фг) - А, (ф/г> Фг) -. (Лфп, Фя) - *» (ф«, Фя)

= 0. (9)

Уравнения Бубнова — Галеркина (5), (7) и (9) по форме
совпадают с соответствующими уравнениями процесса Ритца,
если только координатные функции выбраны из области

определения оператора. Отсюда следует, что для положительного

оператора процесс Бубнова — Галеркина не отличается от

процесса Ритца.
В конце главы мы кратко рассмотрим некоторые обобщения

метода Бубнова — Галеркина, а также его применение к

нестационарным задачам.

§ 93. Доказательство сходимости

для интегрального уравнения типа Фредгольма')

Пусть дано интегральное уравнение

u(P)-\K(Pt Q)u(Q)dQQ-f{P) = 09 (1)

относительно которого мы предполагаем следующее:
1)

J J Я2 (Л Q)dQPdQQ<oo, jf*{P)dQ<oo; (2)

2) уравнение (1) имеет в классе L2(Q) одно и только одно

решение.

К уравнению (1) применим процесс Бубнова —Галеркина.
За координатную систему можно взять любую систему, которая:
1) полна в L2(Q), 2) элементы ее, взятые в любом конечном

числе, линейно независимы. Координатную систему подвергнем
процессу ортогонализации; от этого приближенное решение не

изменится. Теперь координатные функции, которые мы обозначим

через q>k{P), удовлетворяют равенствам

(ф/, Ф») = J Ф/ (Р) Ф* (Р) dQ = { q' ££ (3)

1) Первое такое доказательство было дано Ю. 3. Репманом [1].
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Положим теперь
п

МР)=2ад)*(Р);

подставим это вместо и(Р) в левую часть уравнения (1) и

потребуем, чтобы результат подстановки был ортогонален к

функциям ф1 (Р), ф2(£),.. •, Фп(^). Учитывая равенства (3), мы

получим систему линейных алгебраических уравнений с

неизвестными а\,а2,..., ап:

п

От- 2 YmftGft = (f> Фт), Ш=\, 2 П, (4)
k—l

где

Утк = J J К (Р, Q) Фт (Р) Ф* (Q) dQP dQQ.
Q Q

Числа ymk суть коэффициенты Фурье функции K(P,Q) при
разложении ее в двойной ряд Фурье по ортогональным
функциям щ\ точно так же (/, фт) суть коэффициенты Фурье
функции f(P). Введем обозначения:

п

Kn(P,Q)~ 2 Vmktm(P)<tn(Q),
k, m= l

f»(P)-S(f, Фт)фт(Р).

Система ортогональных и нормированных функций <рт(Р)
полная, поэтому

lim f f [Кп (Р, Q)-K (Р, Q))2 dQP d% = О,

Иш f [fn (P) -1 (P)? dQ = lim II f„ - /IP = 0.
/i-»oo X ft-»oo

(5)

Рассмотрим вспомогательное интегральное уравнение

Vn (Р) ~\Кп (Р, Q) vn (Q) dQQ - fn (/>). (6)

Дальнейшее опирается на теорему теории интегральных
уравнений, в силу которой из соотношений (5) следует, что при
достаточно большом п уравнение (6) разрешимо и имеет

единственное решение, коль скоро этим свойством обладает уравнение (1),
и что в норме L2(Q)

Vn(P)-!^*v(P). (7)
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Чтобы не прерывать изложения, мы приведем доказательство
этой теоремы в конце параграфа.

Интегральное уравнение (6) нетрудно решить. Заменяя в (6)
Kn(PyQ) и fn(P) их значениями, найдем, что

МР)=1МтФт(Р), (8)
fe-i

где

п

Am = 2 Vmk J vn (Q) щ (Q) dQ + (f, q>w).
fc-1 Q

Подставив сюда значение vn{Q) из (8) и пользуясь
равенствами (3), найдем, что Ak удовлетворяют системе

п

Лт - S Ymfe^fe = (f, Фт). т = 1, 2, . .
., Я, (9)

тождественной с системой (4). При п достаточно большом
система (9), так же как и уравнение (6), имеет решение, и притом
единственное, поэтому Ak = ak, k = 1, 2, ..., п, и vn(P)==un(P).
Теперь из (7) следует, что в норме L2(Q) un{P) д^^ц (Р).

Таким образом, приближенное решение интегрального
уравнения типа Фредгольма, построенное по методу Бубнова — Га-

леркина, стремится к точному решению этого уравнения в

среднем, если только система координатных функций полна в смысле

сходимости в среднем.

Приведем теперь доказательство упомянутой выше теоремы.

По условию уравнение (1) разрешимо и имеет единственное решение.

Это значит, что единица не есть характеристическое значение для ядра
K(P,Q), и существует резольвента Г(Р, Q), с помощью которой решение
уравнения (1) представляется в виде

и (Я) = /(/>) + J Г(Р, Q)f{Q)dQQ; (10)
Q

сама резольвента удовлетворяет неравенству

T*(P,Q)dQpdQQ<co. (11)If
Q Q

Уравнение (6) запишем в виде

vn(P)-j K(P, Q)vn(Q)dQQ =

- U <р> - J [* (р> Q) - кп <р» «)] vn (Q) *V <12>
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Рассматривая временно правую часть последнего уравнения как известную,
можно воспользоваться формулой (10); это приводит к интегральному
уравнению, эквивалентному уравнению (6):

vn (Я) - j Kn (Р, Q) vn (Q) dQQ + fn (Р) + J Г (Р, Q) fn (Q) dQQ. (13)

Здесь для краткости положено

Кп(Р* Q)-Kn(P, Q)~K(P, Q)+ J* T(PfR)[Kn(R, Q)-K(R. Q)]dQR. (14)
Q

Оценим интеграл от ядра Кп- Прежде всего по неравенству Коши — Бу-
няковского

КI (P. Q) < 2 [Кп (Р, Q)-K (P. Q)]2 +

+ 2 J Г2 (Р, /?) dQR j [Kn (/?, Q) - 1С (Л Q)]2 <ЮЛ.
Q Q

Интегрируя, имеем

J J К 2ndQp dQQ < 2 J J [tfft (P, Q) - К (P, Q)]2 rfQp- dQQ +

+ 2 J J Г* (P, R) dQp dQR j J [Kn (P, Я) - tf (P, Я)]2 <ffip dQ^ (15)

В неравенстве (15) правая часть стремится к нулю при я->оо;

найдется, следовательно, такое N, что I К\ (Р, Q) dQpdQq< 1 при n^N.

Q Q
Но в таком случае при п^ N уравнение (13), а с ним и уравнение (6), имеет

решение, и притом единственное; это решение можно построить по методу
последовательных приближений1).

Оценим разность н(Р) — уп(Р). Вычитая почленно уравнения (1) и (2),
получим

и (Р) - *я (Я) - J * (Р, Q) [в (Q) - vn (Q)] rfQQ
-

Q

= f (P) - fn (P) + J [tf (P. Q) - *я (P, Q)] vn (Q) <*QQ. (16)
Q

Обозначая для краткости правую часть последнего уравнения через Fn(P)t
имеем по формуле (10)

и (Р) - vn (Р) - Fn (Р) + J Г (P. Q) РЛ (Q) dQQ.

!) См., например, книгу автора [7], § 2.
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Отсюда

W"-vJ<\\Fn\\ + \JT(P,Q)Fn(Q)dQQ
II Q

По неравенству Буняковского

( J Г (Р, Q) Fn (Q) dQQ)2 < J Г' (Я, Q) <*QQ. || Fn f.
\Q / Q

го по Q, найдем

J Г (Р, Q) F„ (Q) <ЮJ <|| fn |p J J Г» (Л Q) rfQp dQQ
Q II Q Q

■-l+[ J jr2(P, Q)dQpdQQ|'/s. (17)

Интегрируя это по Q, найдем

IIQ

и, следовательно,

1«-°»11<С||^||,

Обозначим для краткости

Q Q ;:

очевидно, еп-*-0, если я->оо. Будем считать п столь большим, что во вся- |
ком случае гп<-^т. Применяя неравенство Буняковского и неравенство тре- §

I
угольника для норм, легко найдем || Fn II ^ II f — fn II + 8П II vn II, или |

II Fn II < llf — f« II + в»|| И-(И-Г»)|| < II/"~fn II + 8П НИ II + En ||tt-О» ||. I
Подставив это в (17), получим (1

— Сгп) IIа — »n iK С || / — /п II + Свп|| и ||. -;
Усилим неравенство, заменив слева 1 — Сгп на 1/2. Это даст

§ 94. Достаточный признак сходимости процесса

Бубнова—Галеркина!)

Будем изучать сходимость процесса Бубнова — Галеркина в |
предположении, что оператор А в уравнении Аи = f имеет вид }

А = А0 + К, (1) I
где А0— положительно определенный в некотором гильберто- |
вом пространстве Я оператор. Относительно оператора К пока §
предположим, что его область определения шире области опре- |
деления оператора Л0, так что во всяком случае выражение Ки |
имеет смысл каждый раз, когда имеет смысл выражение А0и.
Дальнейшие ограничения на оператор К будут наложены ниже.

1) См. статьи автора [4, 8]. 11

I
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Введем в рассмотрение энергетическое пространство На,
оператора Л0; чтобы упростить обозначения, будем писать Я0
вместо Ял0.

Выберем координатную систему {qpft}, подчинив ее следующим

условиям: 1) cpfe e DAo; 2) элементы фьфг, ...,Фп линейно

независимы при любом п\ 3) координатная система полна в Hq.
Система (5) § 92 в нашем случае имеет вид

п

2 {(А)Фь Ф«) + (tfqPfct Фт)} я* = (f. ф«), m = 1, 2, ..., /г. (2)

Ортонормируем {фп} в пространстве Я0. Как не раз уже было

отмечено, это не изменит приближенного решения ип.
Система (2) при этом несколько упростится. Прежде всего

г о, кфт,

(А>Ф*,ФтН( 1§ fe==m>

Далее, (/СфА, фш) = (40G%fe, фт) = [7\р*. фт], где G = Aq1 и Т =

= G/C. Наконец, (f, фт) = (AQGf, фт) = [Г, фт], f = G/. Введя для

краткости обозначения

Ymfe
= [7ф£, Фт], &т = [Г. Фт], (3)

приведем систему (3) к виду
п

flm+SYmA=L m-lf 2, ..., П. (4)

Сделаем теперь важное для дальнейшего допущение: примем,
что оператор Т = GK вполне непрерывен в пространстве //0.
Будучи вполне непрерывным, этот оператор ограничен (§ 6) в

пространстве Hq и по теореме 3 § 5 может быть расширен на все

это пространство. Будем считать далее, что такое расширение
уже выполнено.

Уравнение Аи = f представим в виде

А0и + /Си = /. (5)

Воздействуя на обе части уравнения (5) оператором Ao~l = G>

получим новое уравнение

u + Tu = f'; f' = Gf. (6)

Очевидно, всякое решение уравнения (5) удовлетворяет также

Уравнению (6); обратное может оказаться неверным: может

случиться, что существует элемент пространства /70,
удовлетворяющий уравнению (6), но не принадлежащий D^0, и тогда этот

элемент нельзя подставлять в (5). Мы условимся, однако,
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такого рода решения уравнения (6) рассматривать как решения
(обобщенные) уравнения (5); с такой оговоркой уравнения (5)
и (6) эквивалентны.

Теорема 1. Приближенные решения уравнения (5),
построенные по методу Бубнова — Галеркина, сходятся по энергии

оператора Л01) к точному решению этого уравнения, если

выполнены следующие условия:
I. Уравнение (5) имеет не более одного решения в Я0;

II. Оператор Т = А о1 К вполне непрерывен в Я0.
Доказательство. Как было указано выше, уравнение

(5) эквивалентно уравнению (6), содержащему вполне

непрерывный оператор Т. Для этого уравнения имеет место

альтернатива Фредгольма, и из условия I вытекает, что уравнение (6)
имеет решение, очевидно, принадлежащее подпространству Я0.
По предположению система координатных элементов {щ} полна

в Я0; мы вправе считать ее и ортонормированной в Я0.
Разложим Ти и f в ортогональные ряды

Ги=2[7и,Ф*]фк, Г-2[Г,Ф*]Ф*
и положим

Тпи=%\Ти, Ф,]ф„ й = 2[Г,Ф*]ф*-

Очевидно, что|Г-/д| „_>„> 0. Докажем еще, что|Г-Гл|-^^->0.
Оператор Т вполне непрерывен в Я0 и потому может быть

разложен в сумму Т = V + Г", причем Г7 —вырожденный

оператор, а |Г"|<-|, где е — произвольно малое положительное

число. Имеем
оо

(Т~Тп)и = Ти-Тпи= 2 1Г«,Ф»]фк-

= 2 [г«,ф»]фк+ 2 [гч ф*1ф*. (7)

Легко оценивается вторая сумма:

2 [гЧф*1ф* = 2 \[т"и,<?к]?,

что по неравенству Бесселя не превосходит величины

|Г'ы|2<|Г'|2-|ы|2<4М2-
1) Иначе говоря, в смысле сходимости в пространстве Я0.
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Отсюда

2 [Г'ЧфЛф*
k=n+l

<il«l

Оценим первую сумму в (7). Вырожденный оператор Ти имеет

вид
S

Vu = 2 [а, <ф/] ю/,

где s — конечное число, a t|)j и cdj— элементы пространства Н0.
Имеем теперь

2 [Т% Ф*]ф*
&=n+i

2 2[и»*/][©/.ф*]ф/к

- SI".*/] 2 [®л фа!ф*<1!1[и. �/]!• 2 [о/,ф*1
I/- &=«+ /-1 ife=«+i

ф^

<М2Ы
/-1

l/ 2 IK, Ф*]Р.

Ряд 2 1I®/» Ф&1 I2 сходится. Отсюда нетрудно заключить, что

коэффициент при \и\ будет меньше у при /г достаточно

большом, скажем, при n^N. Отсюда и из соотношений (7) и (8)
вытекает, что при n^N будет |(Г — Тп)и\ <е\и\ или |Г —ГЛ|<е,
что и требовалось доказать.

Оператор Тп — вырожденный. Действительно, легко видеть,

что функционал [Ти, щ] ограничен в Я0; по теореме 1 § 5

существует такой элемент ф& е Яо, что [Ти, щ] = [и, фи] и

Г„ы =2 [и. Фа] Фа-
Л-1

(8)

Будучи вырожденным, оператор Тп вполне непрерывен. Теперь
из теоремы 1 § б вытекает, что уравнение

«» + *>„-£ (9)

разрешимо при достаточно большом п, и притом единственным

образом, и что

ип—+и, (10)

где и — решение уравнения (6).
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Заменяя в (9) Тп и fn их значениями, получим
п п

и»в 2 {[Г, ер*] + [ТиП9 щ]}ук = Ц Akykt (11)

где Лй = [f'f щ] + [Тип,<pfc]. Заменяя здесь ип по формуле (11),
получим систему уравнений для коэффициентов А&:

п

An+2 [Гфь Ф«МЛ = If. Фт1» т=1, 2, ..., /г,

тождественную с системой (4). Отсюда сразу вытекает, что ип
есть приближенное решение по Бубнову — Галеркину уравнения
(5); утверждение теоремы 1 следует теперь из соотношения

(10).
Теорема 2. Если оператор К ограничен в Я, a G = Ло

*

вполне непрерывен в Я, то оператор Т = GK вполне непрерывен
в Но.

Доказательство. Оператор Т вполне непрерывен в Я

как произведение операторов ограниченного и вполне

непрерывного. Пусть теперь дано множество М, ограниченное в Hq:
Q

| u\<Ct если и&М. По неравенству (5) § 9||и||< —; так как

Т вполне непрерывен в Я, то из М можно выбрать
последовательность {ип} так, чтобы II Тит—Тип ||

от> ^«^О-
Оценим \Тип — Тит\. По формуле (4) § 9

] Тип - Тит |2 = (А0Т {ип - ит\ Т {ип - ит)) =

в (Жия - «О. Т(ип-ит)).
По неравенству Коши — Буняковского

\Тип-Тит\2^\\К(ип-ит)\\.\\Т(ип-ит)\\ =

Ч\К(ип-ит)\\.\\Тип-Тит\\.
Далее,

II i<" ("«— «-«) ll^ll iC II - II и» — ««U ^11 iC I1QI «»И +1| u„ ID < 2С || JC ||^v

и окончательно

\Тип-Тит\*<Щр-\\Тип-Тит\\ „,„.»,> 0.

По теореме 2 § 6 оператор Т вполне непрерывен в Я0.
Полагая К = Е (Е — тождественный оператор), мы

получаем

Следствие. Если оператор G = Ло* вполне непрерывен в

Я, то он вполне непрерывен и в Я0.
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Из теоремы 2 вытекает значительно более узкий, но более

простой признак сходимости процесса Бубнова — Галеркина,
который мы сформулируем так:

Теорема 3. Процесс Бубнова — Галеркина сходится, если:

I. Уравнение Аи = f имеет не более одного решения.

II. Оператор G = Ло"1 вполне непрерывен, а оператор К

ограничен в Я.

Замечание. Из теоремы 1 непосредственно вытекает

применимость процесса Бубнова — Галеркина к уравнениям вида
и — ХТи = f, где Т — вполне непрерывный оператор в Я, в

частности, к интегральным уравнениям типа Фредгольма.
Пусть выполнено условие II теоремы 1. Рассмотрим

однородное уравнение
А0и-1Ки, (12)

эквивалентное уравнению

и-ХТи = 0. (13)

Повторяя рассуждения теоремы 1, можно убедиться, что

применение процесса Бубнова — Галеркина к задаче об отыскании

собственных чисел уравнения (12) равносильно нахождению
собственных чисел уравнения

ип-1Тпип = 0. (14)

По теореме 3 § 6 собственные числа уравнения (13) суть
пределы соответствующих собственных чисел уравнения (14).
Отсюда вытекает

Теорема 4. Если оператор Т = Ао1К вполне непрерывен
в Я0, то процесс Бубнова — Галеркина в задаче об отыскании

собственных значений сходится.

Замечание 1. Пусть А положительно определенный
симметричный оператор с дискретным спектром. В применении к

задачам о собственных числах уравнения

Аи-1и = 0 (15)

процессы Бубнова — Галеркина и Ритца совпадают. Но тогда

по теореме 4, если }$ — приближенное значение по Ритцу к

k-щ собственному числу Xh оператора Л, то я4я) /г^00>Я^.
Напомним, что в § 42 это предельное равенство было доказано
для первого собственного числа К\.

Замечание 2. В работах Г. И. Петрова [1] и М. В.
Келдыша [1] высказывается утверждение, что собственные элементы

Уравнения (12) могут быть построены как пределы
«приближенных» собственных элементов, получаемых процессом Бубнова —
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Галеркина. Это утверждение, как показал Н. И. Польский [1],
неверно: может случиться, что к некоторым собственным

элементам уравнения (12) невозможно приблизиться, применяя

процесс Бубнова — Галеркина.
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим пример Н. И.

Польского [1]. Рассмотрим пространство L2(0, 1); положим в (12)
Л0 = Е и

1
.

1

Ки= J К (х, t) и (0 dt = J* {a, (*) МО + <*2 (*) &2 (0} и (t) dt,
о о

где (0<<7<1);
оо

aj (я) == sin тех, Ь{ (х) = 2 sin ях +
** *т

+ V gfe sin knx,
Vl-Я*

k=4

a2 (x) = 2 sin 2ях + \f^-^f —\qk sin Дгзтлг, 62 (*) = sin 2ях.
1/1 — /72 <*■■/1-^

fc=4

Условия теоремы 4, очевидно, выполнены; при этом Я0 s= Я.

Используя легко проверяемые соотношения (ab &i) = (a2, ^2)= 1,
(ai,62) = (#2, М = 0, мы найдем, что уравнение

1

u{x)-bj K(x,t)u(t)dt = 0 (*)
о

имеет единственное собственное число X = 1, которому отвечают

две линейно независимые собственные функции а\(х) и а2(х).
Будем теперь решать уравнение (*) процессом Бубнова — Галер-

п

кина, полагая ип
= 2 ^ф^(х), Ф&(х)= y^sin/mx. Пусть А/п>—

соответствующее приближенное собственное число, получаемое
по этому процессу. Нетрудно убедиться, что ип и №п)

удовлетворяют уравнению

ип (х) - К(п) J W? (х) МО + *2Я) (*) &2 (0] "/г (ОЛ = 0, (**)

где

а\п) (х) = S Ф^ (*)К Ф*) = ^i (х),
k=1

af (х) = У ФйW («2. Ф*) -S5^* a2
toft-1
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и что уравнение (**) имеет единственное собственное число

%(п) — 1, которому соответствует только одна собственная

функция а\п) (х) = ах (х). Таким образом, в нашем примере процесс

Бубнова
— Галеркина не дает возможности приблизиться к

собственной функции а2(х) уравнения (*).
Как показал Н. И. Польский, все собственные элементы

уравнения (12) могут быть получены как пределы «приближенных»
собственных элементов, если резольвента оператора Ао К имеет

}
только простые полюсы. Это, в частности, имеет место, если

К = £, т. е. в условиях процесса Ритца.

§ 95. Применение к обыкновенным дифференциальным

уравнениям

Рассмотрим уравнение

> (_ \)mu{2m)-%Ku = f{x\ (1)

где/Си — линейные дифференциальный оператор порядка 2т—1,
и будем искать решение этого уравнения, удовлетворяющее на

концах отрезка а^х^Ь краевым условиям

u(a) = i/(a) = ....-«<*-»> (а)-О, \

u(b) = u'(b)= ... =^-!)(&) = 0. J
(2)

Будем считать, что поставленная нами задача имеет

единственное решение. Докажем, что процесс Бубнова — Галеркина
в этой задаче сходится.

* Положим А0и =(—1)ти(2т\ Как было доказано в § 21,
оператор А0 положительно определенный на множестве функций,
достаточное число раз дифференцируемых и удовлетворяющих
краевым условиям (2). Как известно, оператор G = Aq1 имеет вид

п

1
Gf= f G(x, QfiQdl, где G(x, %)— функция Грина для уравне-

а

ь ния tf(2m) = 0, удовлетворяющая краевым условиям (2); эта

функция непрерывна вместе со своими производными до порядка
2т— 2 включительно в квадрате а^Сх> £•<&, а ее производные

порядка 2т — 1 разрывны только на диагонали х = £, где они

терпят конечный скачок. Введем в рассмотрение пространство Я0,
hi

ъ

1
в котором на этот раз [и, v] = J (— l)m u{2m)v dx, или, если про-

а

интегрировать по частям т раз и воспользоваться условиями (2),

28 С. Г. Михлин
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Ъ

[и, v] = | u{m)v(m)dx и, следовательно,
а

Ь

\u\2= JV™>]2 dx. (3)
а

Рассмотрим теперь оператор Ки. Допустим, что

коэффициенты оператора К дифференцируемы достаточное число раз.
Положим GKu = v(x). Очевидно, v удовлетворяет краевым
условиям (2). Далее, интегрируя по частям с тем, чтобы исключить

производные от и порядка выше т, и пользуясь опять

условиями (2), мы приведем выражение v к виду
ь

v{x)= J Gx(x,l)uW(l)dl +
а

Ь

+ \ G (х91) [Рт-Х (I) и<*-» (I) + ... + ро (I) и (£)] 4, (4)
а

где ядро Gi(xyl) имеет т ограниченных производных.

Дифференцируя (4) т раз по х, имеем

ь

оС">(*)-| dm°*xi'l)uW(l)dl +
а

Ь

+ { дт°д1% 1)
[/>„-, (1) "(m-I>(Ю + • • • + р0 (|) и {%))d%. (5)

В интеграле (5) выразим щи', ..., м*™"1) через м<т) по

известной формуле

«(/) (i) = (w-i-i)t J (^ - Ti)m_/"1 "(m) (ч)*ь (6)

верной, если и удовлетворяет первым га из условий (2).
Подставив (6) в выражение (5) и меняя порядок интегрирования, мы

найдем, что и<т)(х) имеет вид

ь

с<*>(*)= JN{x,l)u<m4l)dl, (7)
a

где N(x, I)—непрерывная функция. Интеграл (7) есть

оператор Фредгольма над функцией и<т>; как было указано в § 6,
этот интеграл есть вполне непрерывный оператор над uSm\ рас-
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сматриваемой как элемент пространства Ь2(а,Ь). Пусть теперь

дано ограниченное в Н0 множество функций и(х). Это значит,

что | и |2 = j" | и(т) (х) fdx<C, С = const. По теореме 2 § 6

а

можно выбрать из этого множества такую последовательность
ъ

Ы*)>, что ||^(r-4m)f=/Km)W-^m,W|2^-7rT^>o. но

а

тогда из (3) следует, что \vn — vk\-—£^p>0. Отсюда ясно, что

оператор в правой части (4)—вполне непрерывный в Я0.
На основании теоремы 1 § 94 процесс Бубнова — Галеркина

дает последовательность, сходящуюся в Я0. Если обозначить

через ип приближенные решения, получаемые процессом
Бубнова— Галеркина, а через и — точное решение задачи, то при
k<m &y№TU{®{x)--^£+tiik)(x) равномерно, а и[™} (х)—^—* и{т) (х)
в среднем.

Теорема 4 § 94 позволяет утверждать сходимость процесса
Бубнова — Галеркина и в задаче о собственных числах

однородной задачи (1).
Указанные в этом параграфе результаты были получены

значительно более сложным способом М. В. Келдышем [1].
*

Замечание. Как показал И. К. Даугавет [1,3],
сходимость может быть улучшена, если за координатные функции
взять полиномы; при этом можно дать оценку скорости
сходимости. Изложим коротко результаты И. К. Даугавета. Пусть
коэффициенты дифференциального оператора К достаточно

гладкие, и пусть известно, что точное решение задачи и(х)
имеет г непрерывных производных, причем r-я производная
удовлетворяет условию Липшица с показателем а. Тогда
справедливы оценки

Cn^r+m-3/2-at 0<s<m-3,

Cn-r+s-a+l>4nn, s = m-2, m-1, m,

Cfl-r+45-3m-a+l/2f S> Ш. (8)

Если 5>2m, то лучшую оценку можно получить,
распространив на этот случай прием автора ([27], [29]; см. также § 56
настоящей книги); это приведет нас к неравенству, вытекающему
из неравенства (5) § 56, в котором в данном случае an = 0(п~а)'-

-£г [Щ (х) - ип (х)] | < Cn-'-2™+3*-«, s > 2m. (9)

Оценка (9) выгоднее, так как разность показателей в формулах
(8) и (9) равна s — m + Vj > m + l/2 > 0.

28*

ds I
■Зр-[ио(*)-ия(*)1 <
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§ 96. Задача Дирихле для эллиптического

уравнения второго порядка

В некоторой конечной области Q будем искать решение
уравнения с переменными, вообще говоря, коэффициентами

Ш 171

-S^rKlr)+S^5r+^= H/>), (1)

обращающийся в нуль на границе S области Q.

Будем считать, что уравнение (1) эллиптическое невырож-
дающееся; это означает существование такой постоянной ц,0, что

каковы бы ни были точка PgQh вещественные числа tu U,
..., tmj имеет место неравенство

т т

S jW£<*>Mo2& (2)

Примем еще, что коэффициенты Л^ непрерывны вместе со

своими первыми производными в Q, а коэффициенты fij и С

непрерывны1) в Q; относительно функции f(P) допустим, что она

принадлежит пространству L2(Q). Наконец, допустим, что

поставленная нами задача имеет единственное решение. Положим

т т

i, fe=l i = l

В § 27 было установлено, что оператор А0 положительно

определенный на множестве функций, которые обращаются в нуль
на S; для таких функций имеет место неравенство

(A0u,u)>y2\\uf, Y>0. (4)

Введем теперь пространство Я0, полагая

т

[u,v] = (AoU,v) = \ J Aik-^-^-dQ.
В § 47 было выяснено, что оператор А0 имеет дискретный спектр.
По теореме 5 § 40 оператор G = Ао вполне непрерывен в

пространстве L2(Q\ функций, квадратично суммируемых в Q.

Докажем, что оператор Т<= GK вполне непрерывен в Я0. Пусть дано

*) Ограничения, наложенные на коэффициенты, можно ослабить.
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множество функций, ограниченное в Я0, так что |и|^М = const.
Это значит, что

т

S 4.&-Щda<№- <5>
U i, k-l
I

Из неравенств (2) и (5) вытекает:

Кроме того, в силу неравенства (4), ||и||< N/y. Теперь

Sl-^l J max ^Л? +|| «||max|C(P) КС^, (6)

Ci = const.

Так как G вполне непрерывен вЯ = £г(Й), а множество

функций Ки, как мы видим, в Я ограничено, то можно выбрать
такую последовательность {ип}у что существует предел (в
пространстве Я) lim GKun = lim Tun. Отсюда следует, что

lim ||Г«„-Ги»||-0. (7)
k, tt-»oo

Оценим \Tun — Tuk\. Имеем, по формуле (1) § 9

| Тип - Tuk |2 = (AJ (ип - uk\ Т (ип -и*))- (/Сия - /Си., Гия - Tuk\

и, далее, по неравенству Коши — Буняковского

| Тип - ад < || /С^ - Kuk ||. || Тип - Тщ || < 2CXN || Гия - Га* ||.

В силу неравенства (7)

lim |Гия-77|я| = 0. (8)

Таким образом, если множество функций ограничено в Я0, то

из него можно выделить такую последовательность {ип}, что

выполняется равенство (8), означающее, что существует предел
(в пространстве Я0) lim Tun.

П~*оо

Тем самым доказано, что оператор Т вполне непрерывный
в Я0, и, следовательно, процесс Бубнова — Галеркина сходится
в нашей задаче. Точно так же доказывается его сходимость и в

задаче о собственных значениях.
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Задачу настоящего параграфа исследовал М. В. Келдыш [1],
который пришел к тому же результату значительно более
сложным путем и при дополнительном предположении, что граница
области достаточно гладкая.

Замечание. В § 94 мы установили, что в общем случае
\ип — и|->0, где ип — приближенное решение, получаемое
процессом Бубнова — Галеркина. В настоящем случае это означает,

что первые производные от ип сходятся в среднем к

соответствующим производным от и.

Для иллюстрации метода рассмотрим уравнение

Да + х
17

= 2*2 + 2у2 + 2х2у2 ~ 2х2у ~ ху2 + *у-2х- 2у-

Оно имеет решение

и = ху{х- 1) (г/ — 1),

которое обращается в нуль на контуре квадрата

* = 0, *~1, у-0, у=1. (9)

Будем строить приближение к этому решению процессом
Бубнова — Галеркина, взяв за координатные функции
sin knx sin /ш/, k, /=1,2, 3, ..., которые также обращаются в

нуль на сторонах квадрата (9). Ограничиваясь членами, для

которых k + /<^4, положим

иб = ах sin nx sin тсу + а2 sin 2тсх sin пу + а3 sin тех sin 2пу +
+ а4 sin Зях sin лу + аъ sin 2пх sin 2яу + а6 sin nx sin Злу.

Уравнения Бубнова — Галеркина в данном случае таковы:

4" а.
- 4 <h + (| я2 + 1) а4 = -^ (49я2 - 8),

--1аз + (2я2+1)а5 = 0> (|я2 + -[)аб =-^(41^-8).
Решение этой системы:

а, = 0,066553, а2 = 0,000014499, а3 = 0,

а4 = 0,0024528, а5 = 0, а6= 0,0024648.

4
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Нам известно точное решение задачи, поэтому нетрудно

оценить погрешность приближенного решения; энергетическая
норма этой погрешности

Энергетическая норма точного решения равна

[(2* - I)2 (у - у2)2 + (* - х2)2 (2у - l)2]2 dxdyl -

= l/l/45 = 0,149.

Относительная погрешность (в энергетической норме)
приближенного решения щ составляет 0,00729/0,149 ^ 4,9%.

§ 97. Вырождающиеся эллиптические уравнения

В известных условиях, о которых будет сказано несколько

ниже, процесс Бубнова — Галеркина можно обосновать для

вырождающихся эллиптических уравнений (см. статьи автора
[15, 16]).

Рассмотрим уравнение
т т

-Ziji^-sltyiB'Tk + Cu-HP). (I)

Допустим, что коэффициенты Ajk удовлетворяют условиям,
сформулированным в § 28; в частности, будем считать, что

Ajm = 0, ] ф т. Примем также, что выполнены условия
относительно расположения области Q и что поверхность
вырождения S' лежит в плоскости хт = 0. Наконец, примем, что краевые
условия таковы, как это описано в § 28. Относительно
коэффициентов В{ и С предположим, что они ограничены и измеримы.

Допустим, что сходится интеграл (4) § 48. По теореме 1

§ 48, оператор L, определенный дифференциальным выражением
т— \

L = — 2л ^\А1к~щ)~~д^;\Атт~д^)
и краевыми условиями § 28, положительно определенный в

£г(й) и имеет дискретный спектр. По теореме 2 § 40 оператор
L~l вполне непрерывен в Lj>(^).

я
Inn
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Обозначим
т

ди
Ku = %Bk

fe-i
dxk

•Си. (2)

Далее, через а обозначим определитель

I A\\ АХ2 • • • А\т

А2Х А22 ... А2та =

Ат\ Ат2 .. . Ап

(3)

и через А& алгебраическое дополнение элемента А& в этом

определителе.
Теорема 1. Если величина

7Г £ *»*& (4)
/, fe=l

ограничена в Q, то оператор Т = L~XK вполне непрерывен в

энергетическом пространстве HL оператора L.

Пусть множество М ограничено в Нь\
m

i«ii=J S v
Оценим норму

11 m

Bk~dxT

ди ди

дх] дх/t
dQ < # = const. (5)

1Ки||<
ft=l

+ СII a II, C' = supC(P). (6)

Имеем

m

\bBk~dxJ fife dQ
с

m

j t B,Bk-^-i?-dQ.dxf dxk

Составим уравнение Det (ВjBh— kAjh) = 0 или, более подробно,

B\-XAn BjB,-^, . StBm —ЯЛ1/n

BXB2 — А,Л12 Z?2 — ^^22 . . . B2Bm — А/Л;2m

BjBm — ЯЛ1т B2Bm XAo Dm
— А-Ля

= o. (7)

Если точка Р(х\,х2, ..., xm) лежит внутри Q,то матрица
коэффициентов Ajk невырожденная, и число отличных от нуля
корней уравнения (7) равно рангу матрицы произведений BjBh.
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т I т \2

Но квадратичная форма 2 В,Вк*4к = ( 2 Bktk сводится не

более чем к одному отличному от нуля квадрату, поэтому ранг

упомянутой матрицы не превосходит единицы, и по крайней мере
т — 1 корней уравнения (7) равны нулю. Единственный
необязательно равный нулю корень этого уравнения можно найти

как сумму всех корней, и этот корень с точностью до знака

равен величине (4). По условию теоремы она ограничена; пусть

т 2 *№*
/.ft-i

< Ri = const.

Тогда, как известно, из теории Квадратичных форм,
справедливо неравенство

т I т

2 Я/В**,** <*? 2 AJkt,tk.
Отсюда

/, ft-i /.*■

2«
ы\

ди
<,

т

(8)
Q /, fc=l

Далее, оператор L положительно определенный, и потому
существует такая постоянная /?2, что 1М1<С/Ыи|. Вместе с

неравенствами (6) и (8) это дает

\\Ku\\^(Rl + C/R2)\u\.
Если mgM, to |и|^/? и

\\Ku\\^(Rl + C'R2)R = R39 u< М.

(9)

(Ю)

Таким образом, множество КМ (т. е. то множество, в

которое оператор К преобразует М) ограничено в L2(Q). Вполне

непрерывный оператор L~l переводит множество КМ в

компактное. Иначе говоря, множество LrlKM = ТМ компактно, и можно

выделить из множества М такую последовательность {ип}у что

lim || Тип — ГиЛ|| = 0. Оценим величину \Tun — Tuk\L. Имеем
П, &-»оо

I Тип - Tuk \\ = (LT (ип - uk\ T (ип - и*)) -

= (К{ип-ик\ Т{ип -«*))<2/?3II Т(ип - ик) II „, »■»<»> 0.

Отсюда следует, что ограниченное в HL множество М

преобразуется оператором Т в множество, компактное в том же

пространстве. Теорема доказана.
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Из теоремы 1 настоящего параграфа и теоремы 1 § 94
вытекает

•Теорема 2. Если величина (4) ограничена, то процесс

Бубнова — Галеркина для оператора (1) сходится.

Для примера рассмотрим случай, когда Ajk = О, j ф k, так

что оператор L имеет вид

m

m

В этом случае величина (4) принимает вид 2 BlJAkk, и процесс
fe=i

Бубнова —Галеркина сходится, если Bk = 0(VAkk)> А = 1,
2, ..., т, при хт->0.

§ 98. Задача Неймана и смешанная задача

для эллиптического уравнения второго порядка

Задачей Неймана называется задача об интегрировании
уравнения (1) § 96 при краевом условии

m

i, k = \

где v — внешняя нормаль к S. Допустим, что задача имеет

единственное решение1). На этот раз мы положим

m \

(2)

Ku = ^iBi-§: + [C(P)-\]u.
i = l

%
)

Оператор А0и положительно определенный на линеале функций,
первые и вторые производные которых непрерывны в Q и

которые удовлетворяют условию (1). Действительно, интегрируя по

частям и используя условие (1), мы получим

(А0и,и)=) ^ Aik-§j^dQ+ } u4Q^ \ u4Q=\\uf.

Дальнейшие рассуждения протекают так же, как и в § 96, и

приводят к тем же заключениям о сходимости процесса Бубно-

1) Для этого, очевидно, необходимо, чтобы С(Р)Ф 0.
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ва — Галеркина. Именно, можно утверждать, что приближенные
решения задачи Неймана для уравнения

mm m

построенные процессом Бубнова — Галеркина, в среднем
сходятся, вместе со своими первыми производными, к точному
решению этой задачи и его соответствующим производным. Далее,
собственные числа задачи Неймана для этого же уравнения
могут быть получены как пределы «приближенных собственных

чисел», получаемых процессом Бубнова — Галеркина.
Обратимся к смешанной краевой задаче для уравнения

эллиптического типа второго порядка. Рассмотрим уравнение (1)
§ 96 при краевом условии

т

2 Aik -|£ cos (v*,) + о (Р) и - 0, (3)

где а(Р)— ограниченная функция переменной точки границы S,

которую мы на этот раз будем считать достаточно гладкой.
т

Обозначим через Ахи оператор —

jj "л—MU Т^)' Будем

его рассматривать на линеале функций, вторые производные

которых непрерывны в Q и которые удовлетворяют краевому
условию (3). Докажем, что на этом линеале оператор А\и
ограничен снизу, т. е. что существует постоянная ft, для которой имеет

место неравенство *)
(Axu,u)>k\\u\f. (4)

Имеем

Г
т

Г
т

Л
т

= J S A«-^T-^dQ-J " S Alk^-cos(vxt)dS,
или, если воспользоваться условием (3),

(AlUi и) - j J ^ -g- -g-dQ + J a*» dS. (5)
Q it k~\ S

x) Постоянная к может быть и отрицательной.

I
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Пусть ц,о имеет то же значение, что и в § 96. Далее, пусть а0
обозначает верхнюю грань функции |а(Р)|.

Из (5) следует
_ т

(Д,и, «)>HoJ S(-J|r) dQ-tfoj ":
q *=i

dQ-a0J u2dS.
s

Построим функции ai{P), непрерывные в Q и совпадающие на

Sccos {vfXi) l). Допуская, что поверхность S — достаточно

гладкая, можно добиться того, чтобы первые производные от ai(P)
также были непрерывны в Q. Теперь имеем

с
т

г
т

и2 dS = I и2 2 cos2 (v, х{) dS = J 2u u2aicos (vxt)ds =
S S * = 1 S * = 1

= J«2SfHQ+2J2^^- (6)

Первый интеграл в (6) меньше, чем

I m

С J u2dQ9 C' = max 2Ц-

Второй оценим следующим образом. Обозначим через С\
наибольший из максимумов функций а% и через е— произвольное
положительное число. Тогда2)

л
п I r

m

Q /-1 | Q *«1

Отсюда

(А«, и) > (но - С1та0г2) J 2 (|J-)2 rfQ + * J "2 ^Q,

1) Cp. §32.
2) Мы пользуемся здесь неравенством

/ m \2 m
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где k = —ао (С + Cj/e2). Выберем е так, чтобы \хо— Cior0e2 > 0.

Отбросив справа в последнем неравенстве неотрицательное
первое слагаемое, мы придем к неравенству (4).

Оператор Л0 определим следующим образом:

А0и = А{и, k>0,

А0и = А{и + (l—k)u, k < 0,

где k — постоянная, входящая в неравенство (4).
При таком выборе оператор А0и, очевидно, положительно

определенный. Дальнейшие рассуждения проводятся так же,

как в § 96, и приводят к тем же результатам.
В частном случае, когда т = 1, мы приходим к задаче

интегрирования обыкновенного линейного дифференциального
уравнения второго порядка при краевых условиях вида

и' (а) + аи (а) = 0, и' {Ь) + §и (Ь) = 0

(а, р — некоторые постоянные).

§ 99. Видоизменение процесса Бубнова—Галеркина
для случая естественных краевых условий

В § 94 было сформулировано требование, ограничивающее
выбор координатных элементов и состоящее в том, что эти

элементы должны принадлежать области определения оператора.
Можно указать простое достаточное условие, позволяющее
ослабить указанное требование. Именно, пусть оператор К
определен на всех элементах пространства Н0. Тогда в качестве

системы координатных элементов можно взять любую полную в

Н0 систему элементов этого пространства; систему уравнений
Бубнова — Галеркина следует записывать тогда не в виде (3)
§ 94, что было бы лишено смысла, а в виде

п

2 {[фь Фт] + (#ФЬ Фт)}в*-0. Фт)> Ш=1У 2, ..., П. (1)

В справедливости высказанного здесь предложения нетрудно
убедиться, проследив за ходом доказательства теоремы 1 § 94.

В качестве примера возьмем рассмотренную в § 98 краевую
задачу для уравнения

m m

- 2 JrKS+S"«^+c«-f(P) (2,
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при краевом условии смешанного типа

= 0; (3)S Aik ~fik C0S ^' x**+ au

s

сохраним данное в § 98 определение операторов Л0 и /0

Пусть, для определенности, в неравенстве (4) § 98
постоянная к > 0, тогда

т m

Для оператора Л0 краевое условие (3) естественное;

пространство Яо состоит из всех функций, имеющих в Q квадратично

суммируемые первые (обобщенные) производные, и оператор К
очевидным образом определен на всех функциях из Я0.
Поэтому, применяя процесс Бубнова — Галеркина к нашей задаче,
можно не подчинять координатные функции никаким краевым
условиям.

Легко видеть, что в данном случае

[u,v]~] J A^^dQ+ jauvtiS,

поэтому уравнения (1) видоизмененного процесса Бубнова —

Галеркина имеют вид

п ( т / т \

т= 1, 2 /г.

fe-i

s J a

§ 100. Проекционный метод1)

Во введении было упомянуто, что из общей теории

приближенных методов, разработанной в 1948 г. Л. В. Канторовичем,
вытекает некоторая общая схема (выше, в § 53 мы назвали ее

проекционной) построения и исследования приближенных
процессов. И. К. Даугавет в 1959 г. сформулировал эту схему в

предположении, что как оператор данной задачи, так и

обратный ему оператор ограничены; это предположение позволяет

1) Для понимания настоящего параграфа необходимо знакомство с

элементами теории банаховых пространств. См., например, Б. 3. Вулих [1].
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получить ряд тонких оценок скорости сходимости приближенных
методов. Несколькими годами ранее Н. И. Польский [4]
сформулировал близкую схему, не связывая ее с теорией Л. В.
Канторовича и не предполагая обязательно ограниченности
упомянутых выше операторов. Приближенные методы, которые

укладываются в его схему, Н. И. Польский назвал проекционными.
Схема построения проекционных методов по Н. И.

Польскому такова.

Пусть линейный оператор А действует из банахова

пространства В\ в банахово же пространство В2. Примем, что область

определения DA оператора А плотна в Ви а область его

значений RA плотна в В2. Заметим, что эти требования не являются

ограничениями по существу: достаточно за &\ и В2 принять
подпространства, получаемые замыканием множеств DA и RA-

Зададим в В\ последовательность элементов {фп},
обладающую следующими свойствами: 1) фпеДА, п= 1,2, ...; 2) при
любом п элементы фь фг, ..., фп линейно независимы; 3)
система {Лфп} полна в В2Х). Обозначим через Ln подпространство
£2, натянутое на элементы Лф1,Лф2, ..�, Лфп.

Зададим еще одну систему элементов {г|)л}> подчиненную
следующим условиям: 1) if>n е B2i п = 1, 2, ...; 2) при любом я

элементы i|)i, г|)2, ..., г|)п линейно независимы; 3) система (фЛ
полна в В2. Подпространство В2у натянутое на элементы

г|>ь фг, ..., it>n, обозначим через Мп, и пусть Qn — какой-либо

проекционный оператор, проектирующий В2 на Мп.
Проекционный метод решения уравнения

Au = f, иеВ„ /еВ2, (1)

состоит в следующем: приближенное решение ищей в виде

п

ип = 2 akqk (2)

и определяем коэффициенты ak так, чтобы удовлетворить
уравнению

QnAun^Qnf. (3)

Проекционная схема Канторовича — Даугавета (§ 53)
формально получается из схемы Н. И. Польского, если положить

г|?й = Лфь, но между ними есть та существенная разница, что
схема Канторовича — Даугавета не требует Л-полноты
системы {фп}.

1) Последнее условие мы формулируем, говоря, что система {ф„}
Л-полна. См. ниже, гл. XII, § 102.
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Н. И. Польский вводит следующее условие:
Существует такая постоянная С, что для всех п, начиная с

некоторого, и для любого v e Ln справедливо неравенство

HflKCIlQ^H. (4)

Условие Н. И. Польского тривиально выполняется, если

-фп
= Лфп, тогда Ln = Мп и Qnv = v, если v e Ln\ при этом

С= 1.

Сформулируем основную теорему о сходимости

проекционного метода; ее доказательство см. Н. И. Польский [3, 4].
Теорема 1. Пусть выполнены условия настоящего

параграфа, наложенные на элементы фп и tyn, включая условие
Н. Я. Польского (4). Пусть, далее, уравнение (1) имеет одно и

только одно решение. Тогда, начиная с некоторого п,
приближенные уравнения (3) разрешимы и

Mun-fU-s^O- (5)

Как очевидное следствие из этой теоремы вытекает, что если

оператор А~] ограничен, то

No-MBl~^r>0, (6)

где Uo
— точное решение уравнения (1).

Если условие (4) нарушено, то можно указать такой элемент

f e В2, что ип У» и0.

Проекционному методу можно дать несколько иную

формулировку. Проекционный оператор Qn, проектирующий В2 на Мп,
можно задать так. В Мп выберем произвольный базис соь а>2,

..., (On и построим биортогональный к нему базис

функционалов Qj! Qj((Dft)=6jfe. Функционалы Qj определены только на

подпространстве Мп. Расширим их на пространство В2\

расширенные функционалы обозначим через Ф? и определим их

соотношением (DjU = QjQnu. Теперь, как легко видеть,

п

fe-i

Проекционный метод решения уравнения (1) можно теперь

сформулировать так: задаем в В2 последовательность

функционалов Фп, /1=1, 2, ..., обладающую тем свойством полноты,
что из равенств Фпи = 0, п = 1, 2, ..., вытекает, что и = 0.

Приближенное решение ищем в виде (2) и определяем
коэффициенты аи из системы уравнений

OkAun = Q>kft k=l, 2, ..., п. (7)
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Можно выбрать не последовательность функционалов Фп, а

последовательность наборов таких функционалов:

Ф/il, Ф«2, ..., Фпкп. (8)

Последовательность наборов (8) будем считать полной в

следующем смысле: для любого ФеВ2 и любого г > 0 можно

найти такое число N и такие постоянные а\9 а^ ..., aNt что

II kN I
Ф-2Фм

й-1
<е.

Если отказаться от требования, чтобы система {ф„} была

Л-полной, то к проекционным методам можно отнести и метод

коллокации, предложенный в 1934 г. Л. В. Канторовичем [1].
Метод коллокации можно изложить следующим образом. Пусть
дано линейное дифференциальное уравнение

(Lu){P) = f{P), (9)

у которого коэффициенты и свободный член непрерывны в

замкнутой области Q = Q + S, и пусть в области й нужно
определить решение этого уравнения, удовлетворяющее на S

некоторым условиям, которые для простоты будем считать

однородными. Выберем последовательность координатных функций
{<fn(P)}> подчиненных следующим условиям: 1) если s

—порядок уравнения (8), то <рп(Р) имеют в Q непрерывные
производные до порядка s включительно; 2) функции фЬ Фг, ..., Фп при
любом п линейно независимы; 3) каждая из функций <рп(Р)
удовлетворяет всем краевым условиям задачи. Будем искать

приближенное решение задачи в виде

п

Un(P)=1ak<vk(P).
£-1

Чтобы определить коэффициенты а^, поступим следующим
образом: зададим в Q п точек Рщ, Р<ш, ..., Л,ш называемых

узлами коллокации, и потребуем, чтобы уравнение (8) после

замены в нем и на ип удовлетворялось в указанных точках. Для

коэффициентов ан получается система

2^(^)(Рм) = /(Рм), /=1, 2, ..., п. (10)

В данном случае за В\ можно взять подпространство

пространства №(Q), составленное из функций, удовлетворяющих

29 С. Г. Михлин
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краевым условиям, а за В2— пространство С. В качестве Ф?п
здесь фигурирует функционал, сопоставляющий функции,
непрерывной в Q, ее значение в узле коллокации Р,п.

Э. Б. Карпиловская [2] установила достаточные условия
сходимости метода коллокации для одномерного интегро-дифферен-
циального уравнения, предполагая, что координатные

функции— полиномы, а в качестве узлов коллокации выбраны корни
n-го ортогонального полинома с весом, ограниченным снизу.
В более ранней статье [1] того же автора аналогичный
результат получен для одномерного дифференциального уравнения,
при простейших краевых условиях. Г. М. Вайникко [6] получил

результат статьи [2] Э. Б. Карпиловской для
дифференциального уравнения; он использовал более простые средства и

смягчил ограничения на коэффициенты уравнения. Кроме того,
Г. М. Вайникко исследовал также устойчивость (см. § 82)
метода коллокации для тех же одномерных дифференциальных
уравнений. Отметим еще статью Г. М. Вайникко [7], в которой
метод коллокации исследован для нелинейных задач.

В статье [3] Э. Б. Карпиловская доказала сходимость

процесса коллокации для двумерного уравнения

ku + Xp(xu x2)u = f(xu х2) (11)

при краевом условии

«U-0. (12)

Область Q — квадрат СХхь #2^я; координатные функции
имеют вид <pj*(xi,*2)= sin .Vi sinkx2\ узлы коллокации имеют

координаты

х*
=

1шТТп> х* = -¥ПТп> !</<*« 1<£<я,

где m и п — достаточно большие числа.

§ 101. Процесс Бубнова — Галеркина
в нестационарных задачах

Мы ограничимся здесь схемой построения приближенного
решения; ее обоснование для довольно широкого класса задач

содержится в статье М. И. Вишика [7].
Рассмотрим гильбертово пространство Н и действующие в

нем линейные операторы Л0, Аи ..., ASi области определения
которых Daq, Dai9 ..., Da имеют непустое пересечение D0. Рас-
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смотрим «абстрактное обыкновенное дифференциальное
уравнение»

/-о

при начальных условиях

-~| = »„ /-0, 1, ..., s-1; (2)
Л 1*-о

здесь со/
— заданные элементы пространства Н. Чтобы решить

задачу Коши (1) —(2), зададим координатную систему

Фь Ф2, • •
•, входящую в D0; приближенное решение будем

искать в виде
п

и»(0-Ца*(0<Р* (3)
&=1

и коэффициенты ak(t) подчиним системе линейных

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

2^Г> q>/J-(fW, Фу)! /-1, 2 п. (4)

Система (4) легко приводится к виду

где введены обозначения

<*/*/
= (Л/Фь Ф/), // (0 = (F (0. Ф/)- (6)

Систему (5) нужно дополнить начальными условиями, которые
можно получить, например, так. Положим

п

®ы = 2 aft/<Pft (7)
fe-i

и подберем коэффициенты аш так, чтобы

II ©,„-©/1| = min; (8)

очевидно, при этом щп будет проекцией элемента щ на

подпространство, натянутое на элементы фь Ф2, ■.., Фп. Условие (8)
дает следующую систему для неизвестных а*/:

п

2 «ы (Ф*. Ф/) = (Щ, Ф/)> /-1,2,...,/». (9)
&=*1

29*
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Найдем из системы (9) эти неизвестные и потребуем, чтобы

dlab (t) I

,. =<*kh / = 0, 1, ..., s —1; й-1, 2, ..., n. (io)

Решив систему дифференциальных уравнений (5) при
начальных условиях (10) и подставив это в формулу (3), получим
приближенное решение задачи (1) — (2).

Можно допустить и тот случай, когда операторы At зависят

от времени, если, например, их области определения не зависят

от L В этом .случае коэффициенты otjw будут не постоянными,

а функциями от /,

В качестве примера рассмотрим уравнение теплопроводности

■5-Аи (И)

в конечной области Q переменных хих2, ..., хП9 и при />0.

На границе S области поставим краевое условие и\8 = 0, а в

начальный момент времени
—

условие

Здесь s = 1, единственный оператор А—это оператор задачи

Дирихле, в качестве Н можно взять L2(Q). Координатную
систему {(рп(Р)} выберем так, чтобы функции фп(^) были при
любом п линейно независимы, непрерывны вместе с первыми
и вторыми производными в Q и чтобы 9n(-P)ls = 0 (это
требование можно ослабить: достаточно, чтобы (рп(Р)
принадлежали энергетическому пространству задачи Дирихле); мы не

станем формулировать требование полноты, хотя оно и

необходимо. Если искать приближенное решение задачи (11) —(12)
в виде

ия(Р,<)=£а*(0Ф*(Р), (13)

то для коэффициентов ak(t) мы получим систему уравнений с

постоянными коэффициентами

S{a*/-n^ + P*/fl*(0}-0. (И)

где

Qki
= (фь Ф/) = J Ф* (Р) Ф/ (Р) dQ;

Q

Р*/ = [фь Ф/1 = J grad <pfe (Я) grad ф, (Р) tfQ.
Q



ГЛАВА XII

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ1)

§ 102. Основы метода

Пусть А— линейный оператор, определенный на некотором
линеале DA, плотном в данном гильбертовом пространстве Н,
которое на протяжении этой главы мы будем считать, вообше

говоря, комплексным. Пусть требуется решить уравнение

Au-f, (1)

где f — данный элемент из Я. Для этого может быть
использован метод наименьших квадратов, который состоит в

следующем: выбираем последовательность линейно независимых

координатных элементов {фп}, q>n^DA\ приближенное решение
уравнения (1)'строим в виде

п

ип = 2 адр*. (2)

где ak — постоянные, которые определяются из требования,
чтобы величина

\\Aun-ff (3)

приняла минимальное значение.

Условимся о терминологии: последовательность {фп} будем
называть Л-полной, если выполнено следующее условие: каковы

бы ни были «gDa и число е > 0, можно найти натуральное
число п и постоянные аь аг, ..., ап такие, что

|| Аи - Аип || < е, где ип = 2
fe=i

ЗДРь-

Заметим, что Л-полнота вытекает из обычной, если оператор
А — ограниченный. Действительно, если система {фп} — полная,

») В на

(см. [3], [6]).
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а оператор А — ограниченный, то можно подобрать я, аь аг, ...

..., ап так, чтобы \\и — ып|1< е/||Л ||, и тогда

\\Аи-АиЛ = \\А{и-ипЦ<\\А\\-\\и-ип\\<г.

Аналогично доказывается, что обычная полнота вытекает из

Л-полноты, если оператор А~1 существует, определен на всем

пространстве и ограничен.
Условие (3) приводит к системе линейных уравнений для

неизвестных аь а2, ..., ап. Установим вид этой системы. Имеем

п п п

- 2 Mm (Ащу А<рт) - S л* Ифь f) - 2 S* (f> Лфй) + (f, f). (4)
ft, m = l ft=l fe=i

Положим afe = а^ + фи. Значения аи и р&, дающие минимум
величины \\Aun — f||2, удовлетворяют уравнениям

d\Aun-1f _ь d\\Aun-ff __ft

или, что то же, уравнениям
1 f аМид-fP | ,• d\Aun-ff 1= d\Aun-1f

= f)
2 1 (?«m

^
(?Pm J дат

Продифференцировав (4) по am, мы получим интересующую нас

систему
п

2 ак(Лфь Лфт)-{f, Лфт), /п=1,2 л. (5)
ft-i

Отметим, что система (5) симметрична. Определитель
системы (5) есть определитель Грама элементов Лфь Лф2, ..., Лфп.

Допустим, что уравнение (1) может иметь не более одного

решения, иначе говоря, что однородное уравнение Аи = 0 имеет

только тривиальное решение и = 0. Тогда Лфь Лфг, ..., Лфп
линейно независимы1); по теореме § 2 определитель системы (5)

!) В противном случае можно было бы найти постоянные сь Сг, ..,, сп,

не равные одновременно нулю, так что

с^, + С2Лф2+ ... +с„Лфп = л[2сл]= а'

Но тогда
п

вопреки первоначальному предположению о линейной независимости
координатных элементов.

"
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отличен от нуля, и указанная система разрешима единственным

образом. Полученный результат сформулируем в виде леммы.

Лемма 1. Если однородное уравнение Аи = 0 имеет

только тривиальное решение, то приближенные решения по методу
наименьших квадратов могут быть построены при любом п и

они определяются единственным образом.
Достаточные условия сходимости приближенных решений,

получаемых по методу наименьших квадратов, даются
следующей леммой.
Лемма 2. Метод наименьших квадратов дает

последовательность приближенных решений, сходящуюся к точному
решению, если выполнены следующие условия:

A. Последовательность координатных элементов А-полная.
B. Уравнение (1) разрешимо.
C. Существует такая постоянная К> что для любого u^DA

Ни ||<*Ми ||. (6)

Условие С обеспечивает существование (и ограниченность)
обратного оператора Л-1. По лемме 1 последовательность

приближенных решений {ип} может быть построена. Обозначим через и

решение уравнения (1), которое существует в силу условия В.
Так как последовательность {фп} Л-полная (условие А), то

можно по данному е>0 найти такие n0i ai, с*2, ..., art0, что

II ft°

lAu - 2 ъкАщ
II fe-i

Последнее неравенство остается справедливым, если аи

заменить через aki определяемые из (5), так как тогда левая

часть этого неравенства достигает минимума. С увеличением п0
этот минимум не возрастает, так что при я>/г0 \\Аи — Аип\\<
<е/К. Теперь из условия С следует, что \\и — ип\\<е, если

п > По, т. е. что ип -> и.

Допустим, что условия леммы 2 выполнены, и пусть ип —

приближенное решение уравнения Аи = /. Неравенство (6) дает

простую оценку погрешности ип — и, именно, \\ип — ы||^
< К\\А (ип — и) || = К\\Аип — Аи\\, или

\\un-ul\<K\\Aun-fl
■

(7)

Если ип найдено по методу наименьших квадратов, то Aun—*f
при п—юо, и формула (7) на самом деле позволяет судить о

погрешности приближенного решения.
Замечание. В приложениях иногда оказывается более

Удобной несколько иная формулировка метода наименьших

<
К
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квадратов, формулировка, по существу, эквивалентная

вышеприведенной.

Пусть ставится задача об отыскании одной или нескольких

функций от некоторого числа независимых переменных, и пусть
эти функции, которые мы обозначим через ии и2, ..., ит,

удовлетворяют двум системам линейных уравнений: однородной

Ki{uu иъ ..., ит) = 0, /=1, 2, ..., т, (*)

и неоднородной

Of(uu иъ ..., um) = bh /=1, 2, ..., т.

Будем трактовать совокупности (ии «2,..., ит) и (&), Ь2,..., Ьт)
как элементы и и Ь некоторого гильбертова пространства Н.

Тогда совокупности операторов Kj и Gj можно трактовать как

операторы К и G в том же пространстве.
Как выбирать пространство Я, остается в значительной мере

произвольным; этим произволом можно воспользоваться для

того, чтобы упростить вычисления или получить более точные

результаты.
Метод наименьших квадратов состоит в следующем:
а) строим последовательность {<р(Л)] = {(ф(Д Ф^\ ..., ф^)},

fc»l, 2, ..., функций, удовлетворяющих однородной
системе (*);

б) приближенное решение задачи строим в виде а(Л) =
п п

8=8 2 ak4>(k\ или» подробнее, и,у>=* 2 akyf\ где ак — постоянные.

Эти постоянные определяем из условия

|| Gi/M-6 IP-min,

или, что то же, из системы линейных алгебраических уравнений

2М/ка*-(6, Оф</>), где Aih-{Gq№9 ОчЩ.

Между методом наименьших квадратов и энергетическим методом

существует тесная связь, которую мы постараемся установить.
К обеим частям уравнения (1) применим оператор Л*, сопряженный1)

с Л. Докажем, что полученное таким способом уравнение

А*Аи « Amf (8)

1) Оператор Л*, сопряженный с данным оператором Л, определяется
тождеством

(A4,v)-(u9A*v). \
Подробнее о свойствах сопряженного оператора см., например, В. И. Смир- i
нов [4J.
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эквивалентно уравнению (1), если последнее разрешимо !). Пусть и'
удовлетворяет уравнению (1). Оно, очевидно, удовлетворяет и уравнению (8),
так что

ЛМи'« A*f, (9)

Пусть тому же уравнению (8) удовлетворяет еще некоторый элемент ип%
так что справедливо тождество

A*Au" = A*f. (10)

Докажем, что и" удовлетворяет уравнению (I). Этим будет установлена
справедливость нашего утверждения. Обозначим и" — и'» v. Вычитая (9)
из (10), мы найдем, что A*Av — 0. Умножим это скалярно на v:

0 - (A*Av, v) - (Av. Av) = || Av ||2.

Отсюда Av « A (u" — uf) =* 0,- или Au" — Ли' «■ /, что и требовалось доказать.

Нетрудно далее видеть, что при выполнении условия С. леммы 2 one»

ратор А*Аи положительно определенный. Действительно,

(ЛМи, и) - (Ли, Ли) -1| Ли ||2 > || и ||W.

Примем, что область определения оператора А*А плотна в Н. Допустим, что

выполнены условия В и С леммы 2. Так как уравнение (1) разрешимо
(условие В), то по доказанному оно эквивалентно уравнению (8), и можно

искать решение этого последнего. В силу условия С оператор А*А
положительно определенный; по теореме о функционале энергии (теорема 1 § 13)
отыскание решения уравнения (8) эквивалентно задаче о минимуме

функционала Ф(и) = (Л*Ли, и)— (и, Л*/)— (Л*/,и). Но, очевидно,

Ф (и) - (Ли, Аи) - (Ли, f) - (/, Ли)- (Ли -/.Ли-/)- </, /),
или

Ф(и) = |Ии-Я12-ИЯ!2.

Функционалы Ф(«) и ||Ли — f||2 различаются на постоянное слагаемое,

и задачи о минимуме обоих функционалов эквивалентны. Таким образом,
в условиях леммы 2 применение метода наименьших квадратов к

уравнению (1) равносильно применению энергетического метода к уравнению (8).
Обратно, пусть оператор Л положительно определенный: (Ли, и) > уЦ и ||2,

Y > 0. К уравнению (1) можно применять энергетический метод, заменяя
решение этого уравнения отысканием минимума функционала F(u) = (Autu)—
— (и,/)— (/, и). Построим положительно определенный оператор В, квадрат
которого равен Л, В2 — А. Оператор В~1 существует и ограничен. Уравнение
(1) эквивалентно уравнению

Bu = B~lf, (11)

получаемому из (1) применением к обеим его частям оператора В'1. Далее,

F (и) «{В\ и) - (и, BB~{f) - (BB"lU и) -
- (Ви, Ви) .- (Ви, B"lf) - (В-1/, Ви) -
- {Ви - B~lf, Ви - B~lf) - (B~lf, B~lf),

или

F(u)=\\Bu-B-lf\?-\\B-lf\t

1) См. статью автора [2]. Мы предполагаем, конечно, что / принадлежит
области определения оператора Л*,

*
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Функционалы F(u) и \\Ви — B~lfp различаются только на постоянное

слагаемое, и задачи о минимуме этих функционалов эквивалентны. Отсюда

следует, что в случае положительно определенного оператора А применение
энергетического метода к уравнению (1) равносильно применению метода
наименьших квадратов к уравнению (И).

Если оператор А —- положительно определенный, и ип — приближенное
решение уравнения Аи = /, построенное по методу Ритца, то || Вип — В1 f || -»0,
где В2 = А. Это немедленно вытекает из только что доказанной
эквивалентности двух методов и из хода доказательства леммы 2. Напомним, что

соотношение II Аип — f II -»0, вообще говоря, не имеет места, если ип построено

по методу Ритца.

Допустим еще раз, что оператор Аи положительно

определенный. Решение уравнения (1) в этом случае эквивалентно

задаче о минимуме функционала (см. § 13)

F{u) = (Au, u)-{u9 f)-{f, и).

Если ввести энергетическое пространство НА (см. § 9) со

скалярным произведением [и, v] = (Аи, v)y то, как мы видели,

F(u) = \u-u0\2-\u0\2t где и0 — решение уравнения (1). Пусть

теперь ип — решение, построенное по методу наименьших

квадратов. Нетрудно видеть, что последовательность {ип}
сходится к и0 также и в метрике НА. Действительно, \ ип — и0|2 =»

= (Aun—AuQi ип
—щ)=(Аип—/, un

— uQ). По неравенству Коши —

Буняковского | ип — щ р < || Аип — / |||| ип — щ \\. Далее, по

неравенству {6)\\ип—uQ\\4iK\\Aun — Аи0\\= /С||Лмп —/||,и, следовательно,

|tt»-«oP<iCM«*-flP, (12)

откуда следует, что \ип — и0\2->0.
Формула (12) позволяет, очевидно, оценить погрешность

приближенного решения, полученного по методу наименьших

квадратов. Величина ||Лмп — /II2 может быть вычислена следующим

образом: имеем

\\Aun-f\? = (Aun-f9 4«„-f)-(£aH<P*-f. Efl«Ab»--f)-
\fe-l m-l /

n n n

- S akam(A(pk, A(fm)~ S ak (Лсрь f)— S am{f, A<pm)+(f, f). (13)
ft, m=l ft = l m=»l

Коэффициенты a& удовлетворяют системе (5). Умножая m-e

уравнение этой системы на ат и суммируя по т, получим

« /г

2 MmCAqp*. Лфт)= Е«пг(/, Лфт).
ft, m=l т=1

j
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Подставив это в (13), найдем

fe-i

= II / IP - (S М«Рь /) = II / IP - (Аия, /). (14)

Погрешность приближенного решения, построенного по методу
наименьших квадратов, оценивается неравенствами *)

\\un-u0\\2<K2{\\f\\2-(Auny /)}, (15)

\un-u0\2^K{\\f\\2-(Aunf /)}. (16)

Необходимо заметить, что в метрике пространства Я0 метод

наименьших квадратов сходится медленнее, чем метод Ритца.
Действительно, будем исходить из одних и тех же

координатных элементов {<pn}. Пусть
п п

fe=l fc=l

где коэффициенты а& определены по методу наименьших

квадратов, а коэффициенты bk — по методу Ритца. Тогда, по самому

определению метода Ритца, /7(an)> F(vn) или\ип — u0\^\vn— u0\.
Последнее неравенство и показывает более медленную

сходимость последовательности {ип} по сравнению с

последовательностью {vn}. Преимущество метода наименьших квадратов

состоит, однако, в том, что последовательность {ип} может

сходиться равномерно (иногда вместе с некоторыми производными)
в таких случаях, когда о последовательности {vn} этого

утверждать нельзя.

§ 103. Применение к интегральным уравнениям

Метод наименьших квадратов оказывается полезным в

применении к некоторым классам линейных уравнений в

гильбертовом пространстве. Пусть А — линейный ограниченный
оператор в гильбертовом пространстве Я, и пусть известно, что

существует ограниченный обратный оператор Л-1. Рассмотрим
уравнение

Au-U (1)

х) Напомним, что и0 означает решение уравнения (1). Формула (16)
имеет место только для положительно определенного оператора Л.
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где и — искомый, а / — данный элемент пространства. Следуя
методу наименьших квадратов, возьмем полную в Н

последовательность линейно независимых элементов {срп} и будем искать

приближенное решение уравнения (1) в виде

п

и„=2адр*. (*)

Проверим выполнение условий А-—С леммы 2 § 102.
Условие А вытекает из того, что последовательность {фп} полная

в Я, а оператор А ограниченный; условия В и С вытекают из

ограниченности оператора А~К На основании леммы 2 § 102

ип->и, где и есть решение уравнения (1).
Пусть теперь оператор А не имеет обратного, но существует

ограниченный регуляризирующий оператор М, т. е. такой, что

МА = Е + Г, где Е — единичный, а Т — вполне непрерывный
оператор. В этом случае для разрешимости уравнения (1)
необходимо и достаточно, чтобы / было ортогонально ко всем

решениям однородного сопряженного уравнения 1) А*и = 0.

Далее, если обозначить через Н\ линеал элементов из Я,
ортогональных ко всем решениям уравнения А*и = 0, а через Н\ —

линеал элементов2), ортогональных ко всем решениям
уравнения Аи = 0, и рассматривать оператор А только в #ь то

обратный оператор А"1 существует и ограничен1) в Н\. Наш метод

приближенного решения может быть использован и в этом

случае, если известны все линейно независимые решения
иР\ иР\ ..., и^ однородного уравнения Аи = 0; число этих

решений, очевидно, конечное. Предполагая, что f e Н\, мы будем
искать приближенное решение в Н\\ для этого достаточно

представить его в виде (*), но коэффициенты подчинить условиям:

п

2Мфь иЩ = 0, /=1, 2, ..., г.

С помощью этих уравнений можно исключить некоторые из

коэффициентов ак\ остальные определяем из условия

\\Aun— /II2 = min, что приведет к системе вида (5) § 102.

Изложенный здесь метод приближенного решения применим,
очевидно, к интегральным уравнениям типа Фредгольма3), ядра

1) См. статью автора [5].
2) Нетрудно убедиться, что Нх и Н{ суть полные гильбертовы

пространства.
3) Метод наименьших квадратов применял к уравнениям типа

Фредгольма М. Кравчук; см., например, М. Кравчук [2].
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которых удовлетворяют условию:

j j\K4P, Q)\dQPdQQ>
Я Q

а также к сингулярным интегральным уравнениям сневырождаю-
щимся символом, если интеграл распространен по гладкой
замкнутой кривой или поверхности. Действительно, такой

сингулярный оператор ограничен в гильбертовом пространстве
функций с суммируемым квадратом и имеет ограниченный ре-
гуляризирующий оператор1).

В применении к интегральным уравнениям можно в

некоторых случаях так изменить метод, чтобы сходимость была

равномерной.
Пусть дано уравнение Фредгольма

Аи = и (Р) - J* К (Р, Q) и (Q) dQQ = / (Р), (2)

где Р(х\, х2, ..., Хт) и Q(su s2, ..., sm) —точки m-мерной
области Q. Пусть f(P) дифференцируема [т/2] + 1 раз по всем

координатам х\, #2, ..., хт, и пусть структура уравнения

такова, что решение и (Р) также [т/2] + 1 раз дифференцируемо
и, наконец, оператор в левой части (2) переводит достаточное
число раз дифференцируемую функцию в дифференцируемую
[т/2] + 1 раз. В качестве щ{Р) возьмем последовательность

функций, достаточное число раз дифференцируемых, например,
п

полиномов, и положим по-прежнему un(P)=^akyk{P)> но ко-

эффициенты ah будем определять из условия

И/21 + 1

Допуская, что решение уравнения (2) существует, мы легко

найдем отсюда, что

d*(Aun-t) j ^пМ«п-Л1,п^о, ^ /1 ^ /« п-*оо

ft-lf 2, ..., [m/2] + l.

По известной теореме С. Л. Соболева [2] о вложении

пространств Aun — f равномерно в Q. Допустим еще, что

') Доказательство см. в работах автора [5] и [30].
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J I К2 (Р, Q) I dQQ < С2, С - const. Обозначим Лип = £,. Т«*гда

ы (Р) - и„ (Р) = J /С (Р, Q) [и (Q) - «„ (Q)] dQQ + / (Р) - /„ (Р),

откуда, в силу неравенства Буняковского,

I " (Я)-ия(/>) |<С|| а -ия ||^ +1 f (P) -/„(Я) U

По доказанному выше (см. § 102) из \\Аип — /||-*0 следует,
что ||и — «я II —* 0, и из последнего неравенства видно, что

ип(Р)-+и(Р) равномерно в Q. Введя в левую часть (3)
производные более высоких порядков, можно добиться, в известных

условиях, и равномерной сходимости производных.

§ 104. Применение к краевым задачам
с однородными краевыми условиями

Метод наименьших квадратов многократно применялся к

задачам такого рода в работах Н. М. Крылова и его

последователей. Относящиеся сюда вопросы подробно изложены в

монографии М. Кравчука [1], к которой мы и отсылаем читателя; там

же приведен обширный список работ школы Н. М. Крылова
по методу наименьших квадратов и по так называемому

«методу моментов». В настоящем параграфе мы покажем на

примере уравнения Пуассона особенности применения метода
наименьших квадратов к задачам упомянутого типа.

Итак, пусть требуется проинтегрировать уравнение Пуассона

в области Q при краевом условии

и|5 = 0. (2)

Границу S предполагаем достаточно гладкой.

Выберем последовательность координатных функций
{фп (*,#)}> достаточное число раз непрерывно

дифференцируемых в Q = Q + S и удовлетворяющих условию (2). Как обыч-
п

но, приближенное решение ищем в виде ип = 2 <ЗДРб и опреде-

ляем коэффициенты ah из условия1) J [kun — ffdQ = min. Как

l) Все данные функции предполагаем вещественными.
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и в общем случае (см. § 102), легко доказать, что

II Дия - /IP - J [Аия - Л2 dQ-^* 0.
Q

Обозначим через G(x,y\ g, т]) функцию Грина нашей задачи.
Тогда, так как и\8 = ип\8 = 0, то

и(*» £/)-ип(х, у)= J G {х, у; |, к\)(Ди- Д«п)rf|rft| ==

-Jou.»;6,4)(f-A«»)rf6^. (3)

К последнему интегралу применим неравенство Буняков-
ского

[и (х, у) - ия (х, у)]2 < J* G2 (jc. у; |, т,) d£ Ai J [/ - Ди»]2 dQ. (4)

Функция G (x, y\ %y r\) только логарифмически бесконечна

при х = |, */ = т), поэтому первый интеграл ограничен; второй
интеграл стремится к нулю, и неравенство (4) показывает, что

ип(х, у) -*и(х, у) равномерно в Q. Из рассуждений конца пред-
, дип ди дип ди

шествующего параграфа следует, что
"a ""�y't ~д"~*~7Г

в среднем х) по области Q. Эти результаты показывают, что

метод наименьших квадратов дает в рассматриваемом случае,
вообще говоря, лучшую сходимость, чем метод Ритца, хотя

сходимость в среднем производных и несколько медленнее.

§ 105. Вспомогательные предложения теории
аналитических функций

Здесь и ниже мы ограничиваемся для простоты случаем
конечной односвязной области плоскости комплексной переменной
г = х + iy. Распространение результатов на случай области
многосвязной или бесконечной не встречает существенных
препятствий, но выкладки при этом усложняются1).

Будем рассматриваемую область обозначать через Q, ее

границу— через S: замкнутую область Q + S по-прежнему будем
обозначать Q. Начало координат всегда будем помещать

внутри Q. Кривую S всегда будем считать достаточно гладкой.

Существенную роль в дальнейшем играет следующая
теорема Уолша [1]:

1) См. статью автора [6].
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Теорема 1. Пусть функция f(z) голоморфна в Q и

непрерывна в Q. Каково бы ни было число е>0, можно найти такой

полином ф(г), что в Q выполняется неравенство

|/(г)-Ф(г)|<8. (1)

Отметим два следствия из теоремы 1.

Следствие 1. Если f(z) голоморфна в Q и вместе со

своими производными до порядка г включительно непрерывна
в Q, то, каково бы ни было число г > О, можно найти полином

ф(г), удовлетворяющий в й неравенствам

|/(z)-V(z)|<e, |П*)-Ф'(2)1<е

|Г>(г)-Ф<'>(г)Кв.
{2)

По теореме Уолша можно построить полином ф(г),
удовлетворяющий неравенству |/(г)(г)— ф(г) | < е/Л; постоянную Л мы

определим ниже. Найдем полином f*{z) из условий
(го—некоторая фиксированная точка внутри Q): /*W(z) = ф(г), /*^(г0) =
*=/W(z0), / = 0, 1, 2, ..., г—1. Интегрируя, находим

ir^-r^wl-
z

$[f{r)(z)-<p(z)]ds <-%, ds = \dz\y

где d есть максимум кратчайших расстояний между г0 и

точками S по путям, лежащим в Q. Аналогично

| f~* {z) _ Г(-2> {2) | < Bd*lA9 ..., | / (z) - Г («) К sd'lA.

Достаточно взять Л = 1, если dK 1, и Л = rfr, если d > 1 и

неравенства (2) доказаны.

Следствие 2. В условиях следствия 1 можно по данном и

числу г > О построить такой полином ф(г), что

г

Доказательство очевидно.

Нам придется ниже рассматривать пространства £Г(5),
элементы которых суть функции, вообще говоря, комплексные,
определенные на кривой S; рассматриваемые как функции дуги на

S, они непрерывны вместе со своими производными по дуге до

порядка
г — 1 включительно, а их производные (обобщенные)
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порядка г квадратично суммируемы вдоль S. Скалярное
произведение в L^iS) определяется формулой

г

(Ф, *)г-2 l<?U)(z)$>4z)ds;
/=0 S

отсюда вытекает формула для нормы в L(2r)(S);
г

|ф|£-2 /|Ф(»(г)Р^.
/«0 S

Лемма 1. Пусть (peZ,2(S) и г— точка кривой S.
Интеграл

S

взятый в смысле его главного значения по Коши, представляет
собой оператор, ограниченный в Lz(S).

Из леммы 1 вытекает существование постоянной К,
зависящей только от кривой S, для которой справедливо неравенство
И*1К/С||ф||.

Доказательство леммы 1 можно найти в статье автора [5].
В дальнейшем мы будем говорить, что некоторая

последовательность сходится равномерно внутри Q, если эта

последовательность равномерно сходится во всякой замкнутой области,
целиком лежащей внутри Q.

Теорема 2. Если функции fn(z) голоморфны в Q и пред-
ставимы формулой Коши{) и если \\fn\\ nmJ>oo+0, та эти функции
равномерно стремятся к нулю внутри Q.

Имеем

S

Пусть z лежит в замкнутой области Q'c: Q. Обозначим через d,
d > 0, наименьшее расстояние между границами областей Q7
и Q и через I — длину кривой S. Тогда

IM^K-syJlMQI-ldU
S

1) Для этого достаточно, например, чтобы функции /п(г), голоморфные
в Q, были непрерывны в замкнутой области Q.

3) С. Г. Михлид
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или, применяя к последнему интегралу неравенство Буняков-
ского,

Следствие. В условиях теоремы 2 fn(z)-*0 во всякой

внутренней точке Q.

Теорема 3. Если fn(z) голоморфны в Q, f£ (z) предста-
вимы формулой Коши и ||/nllr—*0, то функции fn(z) вместе с их

производными до порядка г— 1 включительно стремятся к нулю

равномерно в Q.

Для простоты ограничимся случаем г=1. Общий случаи
рассматривается аналогично. Прежде всего заметим, что || f'n (z) | -> О,
если Hfnlli-^0. Далее, интегрируя формулу Коши для
производной, получим

S

где го
— точка внутри Q. Теперь по неравенству Буняковского

12

lMz)-M*o)P<^J|ln-^ \dZ\

Если z лежит в замкнутой области Q, то последний интеграл

ограничен, и fn(z) — fn(Zo)->0 равномерно в Q. Но fn{zo)->0
(следствие из теоремы 2), и наша теорема доказана.

Теорема 4. Пусть функция f(z) = и(х,у) + iv(x,у)
голоморфна в Q и непрерывна в Q, и пусть v (О, 0) = 0. Тогда суще-
ствует постоянная К, зависящая только от области Q, такая,
что

\\f\\<K\\ul (3)

Конформно отобразим Q на область единичного круга
плоскости t\ пусть t = %(z) — функция, реализующая это
преобразование. Введем обозначения: t = ref<\ u(xtу) = U(ryft), f(z)| =
= F(t)\ обозначим еще через у окружность \t\= 1. Внутри у

оо

функция F(t) разлагается в ряд Тейлора f(/)=» Щап(п. Обо-

значим еше ап = ап + фп. Конформное преобразование вы*

полним так, чтобы точка г = 0 перешла в точку / = 0. Тогда

Im(a0) = 0. Простой подсчет дает

оо оо
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Отсюда

J | Р (<?'») | йЪ < 2 J £/2 (1, О) Л>. (4)
Y Y

Возвращаясь к переменной 2, получим

j\f2(z)\-\%'(z)\ds^2$u>\%'(z)\ds.
S S

Так как кривая S достаточно гладкая, то %'(z) ограничена по

модулю сверху и снизу. Пусть ^^Ix'W |^^> тогда из (4)
следует

II/К* II и II, KV2B/A.

При соответствующих дополнительных условиях, наложенных на

f{z), нетрудно получить также оценку

llfl|r<*rll«llr. . (5)

§ 106. Задачи Дирихле и Неймана

Рассмотрим задачу Дирихле для односвязной конечной
области £1. Искомую гармоническую функцию обозначим через

"(#,#), ее значение на границе S области — через ы(Е),
голоморфную в Q функцию, вещественная часть которой совпадает

с и(х,у), — через f(z). Функция f(z) определена с точностью

до чисто мнимого слагаемого, которое мы нормируем условием

lm{f(0)} = 0. (1)

Следуя методу наименьших квадратов, будем искать

приближенное решение задачи Дирихле в виде

п

fn (*) = ип + ivn = 2 akzk. (2)
fe=0

Чтобы удовлетворить условию (1), потребуем, чтобы

Im(ao) = 0. (3)

Теперь коэффициенты в выражении fn(z) определим из условия

||ы-ып|р = тт. (4)

Исследуем сходимость приближенного решения к точному.
Условие А леммы 2 (§ 102) есть простое следствие теоремы Уолша.

Далее, условие В вытекает из существования решения задачи

Дирихле. Условие С также, очевидно, выполняется, так как в

нашем случае Аи = и, В силу леммы 2 § 102 \\и — "мЛ—>0.

30*
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Докажем теперь, что fn(z)-+f(z) равномерно внутри Q.

Действительно, из оценки (3) § 105 следует, что \\fn(z)— f(z)\\—>0,
а из теоремы 2 § 105 — что fn(z)— /Сг)->0 равномерно
внутри Q 1).

Замечания. 1. Последние рассуждения остаются,

очевидно, в силе, если вместо (2) взять функцию вида /«(2) =
п

= 2 ak<dk(z), если только {со*(г)} есть полная система голоморф-

иых вйи непрерывных в Q функций.
2. Можно изменить^ процесс так, чтобы равномерная

сходимость имела место в Q. Для этого достаточно подчинить
функцию fn(z) условию

||«-«/n||,«min. (4^

Вычисление коэффициентов при этом несколько усложняется.
3; Если потребовать обращения в минимум величины

\\и — wjlr, то в Q будет иметь место равномерная сходимость

производных ftp (z)9 j = 1, 2, ..., г— 1, к соответствующей
производной fij)(z).

С целью иллюстрации метода рассмотрим задачу Дирихле
для круга. Радиус круга положим равным единице, начало

координат поместим в центре круга. Заданную на S функцию
u(Z) разложим в ряд Фурье:

00

и (£) - А0 + 2 (Ak cos kQ + Bk sin £8), £ = eiB.

Функцию fn(z) будем искать в виде полинома; это равносильно

тому, что мы полагаем со* (г) = zh = rkeikB.
п

Полагая fn (z) = aQ + 2 (#* — ibk)zk9 Im (a0) = 0, мы найдем

a0 = Ло, a,k = Ahy bk — B^ Это дает нам в качестве функции
fn(z) я-й отрезок степенного ряда функции /(г).

Задача Неймана состоит в отыскании голоморфной в Q

функции f(z) = и(х,у) + iv (х, у) у удовлетворяющей краевому
условию

3rL-*<e>-
'

(б)

1) Этот результат, при некоторых дополнительных ограничениях,
содержится у М. Пиконе [1], который рассматривал только случай односвялюй
области.
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функция f(z) определяется с точностью до произвольного
постоянного слагаемого; мы нормируем его условием

/(0) = 0. (6)

Теорема 1. Если условие (6) выполнено, то существует
постоянная К, зависящая только от области Q, такая, что в за-

мкнутой области Q выполняется неравенство

\fW<K\%\. (7)

Мы допускаем, что f(z) и f'(z) непрерывны в Q.

Отобразим Q конформно на единичный круг с помощью

функции / = %{z)\ %(0) = 0. Обозначим, как и в § 105, t == reib,
f(z) = F{t)t u(x,y)= U(r,ft). Имеем f(0) = /(0)=0, поэтому

оо

оо

U (г, О) = 2 rn (an cos nb - рл sin пЪ)
/г-1

И

о
Г

/1=1

l^(0P<f|]lflj] =

/ ОО х 2 ОО ОО ОО

\/г=1 / /г»1 я=»1

Отсюда
2Л

nw<sJ(-f-L*>.
Возвращаясь к переменной г и замечая, что в силу
конформности преобразования

1F
= 17TfWt' ^= lx,(z)Us,

мы получим

S
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Наконец, \%'(z) |> Л > 0, А = const, так как кривая S гладкая.
Отсюда

|/»к*|£|. *-/!Г-
В соответствии с методом наименьших квадратов,

приближенное решение задачи Неймана можно искать в виде fn(z) =

п

— 2 akzk. Вместо многочленов могут быть взяты, как было
fe-i

указано выше, линейные комбинации из членов любой полной

в Q последовательности голоморфных в Q и непрерывных в Q

функций.
Коэффициенты выражения fn(z) определяются из условия

If-^f-mu, ,8)

Оно дает систему линейных уравнений, допускающую только

единственное решение. Действительно, это вытекает из того, что

условие леммы 1 § 102 в задаче Неймана выполнено, что в свою

очередь следует из теоремы 1.

Докажем теперь, что fn(z)-*f(z) равномерно в Q. По
следствию 2 § 105 можно найти полином <pno(z) так, чтобы ||/'(z) —

ди ди„fto

dv dv -|Re{[f(Z)-q^(z)]e-'<v.*)}|<|f(z)-9;(2)|<e.

ди ди„
В силу (8) тем более имеем -т -г—2- <е, если ищ найдено

по методу наименьших квадратов. Когда п > п0, то, очевидно,
II ди дип II fl ди дип ||
Ш ~~WК\\~д7""~*Г <8- 0тс1°Да следует, что

|| ди дип || п

Ц av dv ||

Теперь цз (7) вытекает равномерная сходимость fn(z) к f(z)
в замкнутой области Q.

Все выводы настоящего параграфа, очевидно, остаются в

силе, если вместо L2(S) ввести пространство L2(p\S), при
условии, что весовая функция р(а) ограничена сверху и снизу
положительными числами: 0 < а -*Ср(о)<С$ < оо.
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§ 107. Задача Дирихле для эллипса

Пусть требуется определить функцию и{х,у), гармоническую
внутри эллипса х = a cost, y = bsint, 0^/^2я, по краевому

условию (5 — контур эллипса)

u\s = u(a). (1)

Как и выше, будем считать и(х,у) вещественной частью

некоторой аналитической функции f(z):
и (х, у) = Re {/ (г)}, z = х + iy. (2)

В качестве координатных выбираем функции (с= Ya2 — b2)
Фо(г)=1, Щ(г) = {г+У^^7)к + (*-/?=?)*, k>\. (3)

Система {ф&}, как известно, полна на линеале функций,
голоморфных внутри эллипса и непрерывных вплоть до контура.

Приближенные решения будем искать в виде

п

Mz)==2a*<Pfe(z)> Im(a0)-0. (4)

Обозначая длину дуги эллипса через da, имеем

da = Va2 sin^ + b2 cos21 dt.

В качестве основного гильбертова пространства нашей задачи

введем пространство L2 (p; S), где р (а) = 1 / Vet2 sin2 t + b2 cos2 /;
очевидно, в 1,2 (p;S) скалярное произведение функций ф и г|?
равно

(ф, ФН \<Q{o)W)dt. (5)
о

В соответствии с методом наименьших квадратов будем
определять коэффициенты ак из условия

п 112

Re 2 ak$k (z) - и fa) =* min. (6)
fe=0 II

На контуре эллипса z = a cos t + ib sin / и, следовательно,
г2 — c2 _. (^ cos i + [a sjn /) 2 Отсюда ф& (г) = (a -f ft) fte*ft* +
+ (a — b)he~ikiy k > 0. Обозначим ak = ah — i$k- Тогда на

эллипсе

Re {сад, (г)} = [(a + 6)fe + (a - &)*] a, cos kt +

+ [{a + b)k-(a-b)k]$hsmktt k>0. (7)
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Теперь из (6) видно, что коэффициенты в (7) суть
коэффициенты Фурье функции и(а)\ отсюда

2я

а° - <*°= i" Ju ^ dt>
о

2Я

а* = г/ , uJ / ТШ и {a) cos ktdt, \ (8)

h

2я

=
—г т тг- и (a) sin ktdt.

Коэффициенты ао, ал, р&, как это видно из (8), не зависят от

номера п, поэтому в (4) легко осуществляется предельный
переход при я -к», что дает точное решение задачи

коэффициенты ah определяются по формулам (8).

§ 108. Случай кусочно гладкого контура.
Задача Дирихле

Пусть контур S, ограничивающий область Q, — кусочно
гладкий; обозначим через &, £2, ..., £г его угловые точки и через
яаь я«2э •••! яаг— внутренние углы в соответствующих точках.

Введем в рассмотрение гильбертово пространство L2(/?;S), где

весовая функция

pw-gic-bi1*-1. со

Скалярное произведение и норма в L2(/7;S) определяются
формулами

(Ф. *)s=jpИф(С)Шdo, ||ф|||-.jp(а) |ф2(0 |da. (2)
S S

Лемма. Множество полиномов плотно, в смысле

метрики (2), в классе голоморфных в Q и представимых формулой
Коши функций, предельные значения вещественных частей

которых принадлежат пространству L2(p\ S).
Как и выше, при доказательстве будем считать Q конечной

рдносвязной.
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Конформно отобразим Q на единичный круг; пусть t = %(z) —

преобразующая функция. Как известно,

хЧгНк(г)П(г-Ы1/а*-\ (3)

где к (г) ограничена по модулю в замкнутой области Q = Q+S
положительными числами сверху и снизу

0<Л<х(2)<Я<оо. (4)

Окружность |/| = 1 обозначим через у. Введем в рассмотрение
гильбертово пространство ^г(у), в котором

(Ф,*)у= J Ф(0�(*)<». ИФЙ-/|ФЧ<)1Л>. '-«*• (5)
Y Y

Пусть и е Ц{р\ S). Тогда

\\u%=\\u?db= j\u2\p(a)\K(z)\da^B\\u\\l<oo. (6)
Y S

Отсюда следует, что ttsL2(v); полагая t — е*®\ мы найдем, что

и разлагается в ряд Фурье, сходящийся в среднем:
оо

и = Oq + 2 (<*k cos ft® — pfe sin Щ.

Обозначим aft = ak + i$h и положим, считая функцию и

вещественной,
оо п

F(t) = оо + фо + S afc*\ Fft (0 = a0 + % + 2 afc/\ ро = const.

Функция F(t) представима формулой Коши, и ее вещественная

часть совпадает с и на окружности у- Легко видеть, что

||F-FJ|2 = 2jt |j ,^|2> (7)

последовательно, при п достаточно большом, Ц/7— Fn\\ < e, где

е — произвольное положительное число. Положим теперь F(/) =
= /(г), Fn(t) = fn(z). Формула (7) тогда переходит в

следующую:
оо

/ j\f(z)-fn(z)?p(a)\H{z)\do = 2n ^ |afci2<82,
£-я+1

откуда легко вытекает || f — fn||<е/У-Д •
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По теореме Уолша непрерывную в Q = Q + 5 и голоморфную
в Q функцию fn(z) можно аппроксимировать полиномом f*(z)
равномерно и тем более в смысле метрики Z,2(p;S). Но

ll/-rils<ll/-f«lls + llf«-ns<e/VT + ll/«-rilsp

и так как оба слагаемых справа произвольно малы, то и

||/ — /*|| произвольно мала, что доказывает лемму.

Перейдем теперь к задаче Дирихле. Нетрудно видеть, что

оценка (3) § 105 сохраняет силу в L2(/?;S). Действительно, она

верна в L2(y). Таким образом, если f(z) = u + iv голоморфна
в Q и Im{/(0)} = 0, то по неравенству (3) § 105 ||fl|Y < К\\и\\У9
или J | / (z) |2 db <К J и2 d®. Ho rfd = p (a) | к (z) | do\ подставив

Y Y
это в последнее неравенство и используя (4), получим

llflls^tflttll* К' = КУШ* (8)

что совпадает с той же оценкой (3) § 102. Решая задачу
Дирихле, мы будем требовать, чтобы выражение || и —Re {Г(<г)}|| =
= min, где f*(z)— полином. Лемма настоящего параграфа
позволяет утверждать, что условие А § 102 выполнено; условие В

вытекает из теоремы существования задачи Дирихле, а

условие С — из неравенства (8). Таким образом, сходимость метода

наименьших квадратов в метрике L2(p\S) установлена.

§ 109. Смешанная задача теории потенциала

Здесь мы будем рассматривать следующую задачу: найти

непрерывную в замкнутой области Q = Q+5 гармоническую
функцию и(х,у), если на одних частях контура S заданы
значения самой функции и(х,у), а на других

— значения ее

нормальной производной.
Ограничимся случаем, когда область Q конечная односвяз-

ная. Контур S, как всегда, считаем достаточно гладким. Пусть
точки аь с&2, ..., а2т, oc2w+i = ai разбивают S на дуги уь Y2> • • •

•
•.. \2т так, что дуга yk имеет начало и конец в точках аи

и ttft+i. Обозначим 2 Y2ft-i
= ^p Sv^ — ^* Пусть, далее, на Х\

даны значения и(х>у) = ф(а), а на Лг значения
-^—

= \|)(a).

Обозначим еще R(a) = 1/ П I £ - <** I •
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Теорема 1. Если <p(a)s==0, то существует постоянная /С,
не зависящая от функции и(х,у), такая, что справедливо
неравенство

|/?(a)«2(a)da</({(-g-)2da. (1)
hi Яг

Отобразим Q конформно на полуплоскость с помощью

функции 2 = х(0> t~l + iv\. Отображение выполним так, чтобы
точка / = оо отвечала некоторой точке внутри Х\. Точки ai, аг, ...

..., a2m перейдут при этом в некоторые точки аи яг, ..., о>2т

действительной оси g. Обозначим через Г&, Ль Д2 образы уь>
Яь ta Пусть, далее, и(х, у) = £/(|, т)). Сопряженную с £/(£, г\)
функцию обозначим через V(|, r\). Краевые условия для {/(£, ч\)9
очевидно, таковы:

на А, С/(|, т]) = 0, (2)

Из уравнений Коши — Римана следует, что на Г2й

I

F==- J^^+ C*-+*(6) + C4; (4)

постоянные С& должны быть подчинены условию непрерывности

функции 1/(6, л). Одна из постоянных Си может быть

зафиксирована произвольно, так как V(£, ц) определяется с точностью

до произвольной постоянной. Мы зафиксируем эту последнюю,

потребовав, чтобы в общей формуле Шварца для

полуплоскости1)

» + v-ir I W^+'c
было С = 0. Тем самым произвол в выборе Ch полностью

устраняется.

Краевые условия (2) и (4) позволяют найти значение [/(£, 0)
ва Л2, именно2), на Л2

^•0) = CT-R {^(lOBdO^+Qm-.d)}. (5)
л2 '

1) См., например, книгу автора [7], § 67, формула (2),
2) См. там же, формула (10),
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/тт
^

II11 - ak |; Qm-i (|) — полином степени m — 1: ■

Qm-\{l) = qotm-l + qilm-2+ ...+?«-i и, наконец, В(|) = -ф*(Е)—Cfc.
Формула (5) содержит 2т постоянных Си и (7ft- Докажем,

что при подходящем их выборе U(l,r\) будет непрерывной в

точках ah* Для непрерывности С/(£, т|) достаточно, чтобы при

6 = ал выражение в скобках в формуле (5) обратилось в нуль.
Это дает систему уравнений с 2т неизвестными:

i \ fz^fl(l')dr + Q»--i(«k)-0. *-1, 2 2т. (6)
Л2

Система (6) имеет единственное решение
— это вытекает из

единственности решения смешанной задачи. Решив систему (6),
мы, очевидно, получим решение в виде

Ck = I *7(1т ф* <*'> **'• «*= JWф*(Г) <*'• (7)
Л2 Л2

где м^(Е') и vfe(E')~~ непрерывные на Д2 функции. Определим
на Д2 непрерывные функции Дь(|) и Vh(l), полагая на T2s

Интегрируя (7) по частям и замечая, что cp*(a2s) = fu(tf2s+i) =

a=Vft(a2e+i)= 0. имеем

Л., Л2

Подставив это в (5) и меняя порядок интегрирования в

получающихся при этом двойных интегралах, мы легко приведем
указанную формулу к виду

U (|, 0) - -^ { М & 60 -gL OS (на Л2), (8)
А2

где М(1,Ъ') такова, что интеграл J M2(l» £')<*£' ограничен. По-

л2
следнее вытекает из того, что функции ju(£), ^ft(l)
удовлетворяют условию Липшица с показателем 1/2, а тогда М(|, £')
удовлетворяет тому же условию внутри Д2 и самое большее
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логарифмически бесконечна в точках akl). Применим к (8)
неравенство Буняковского

v2 (6. о) <^4г Jш (|' r) dV JШ dt <
Al КЪ)

Л2 Л2

< -£$ J* (-^Т ^' (на л^ с' -const- (9>
л2

Вернемся к плоскости z = х + iy. На Д2 преобразующая
функция z = %(t) остается конечной; тогда, как нетрудно видеть,

l'(t) и 1/х'(0 ограничены на Дг.. Но тогда отношения

Ri(i)IR(G) и R(o)IR\(l) также ограничены, и мы легко найдем
из (9), что на %2

R(о) и* (а)< Jgj- J (-g-)2 <fa, tf" - const. (10)

Наконец, интегрируя (10) по %2 и полагая К = К" *о^у> мы

придем к неравенству (1).
Теорема 2. Каковы бы ни были заданные на К\ и %2

значения и и -^-, существует такая постоянная Ки что

J/?(a)«2(a)da</C,{ ]Щda+ { [иЦс) + (-g-)2] da]. (11)
я2

' I я2 я, J

Построим непрерывную на S функцию щ(о), совпадающую на

Х\ с и (а); на %2 мы ее доопределим, подчинив только двум
требованиям

J"a*(<r)do<ft ju4o)do, j^'do^k ${%■)* do, (12)
Л2 A»i Л»2 Л]

& = const.

Далее, построим гармоническую в Q функцию и\(х,у)>
принимающую на S значение щ(о), и положим и = щ + и2.
Функция и2 удовлетворяет условию теоремы 1; по неравенству (1)

*' Ь

(13)

1) См., например, Н.* И. Мусхелишзили [1].
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Оценим последний интеграл в (13). Конформно отобразим Q
на круг с помощью функции z=co(0, t = ре1<у, 0<р<1, и

пусть и\(ху #)= t/i (p, d) = Re{F(0}. Разложим F(t) в степенной

ряд

Тогда

Отсюда

tt=0 /г=0

/г=0

оо

^i (р, Ь)

/г=1

и, следовательно, в силу равенства Парсеваля,

Г Г
L р J

или, возвращаясь к старым переменным:

JФУкмI*-J (£У iv wi*.

Пусть Л = min|со'(t) |, В = тах|ю'(/) |. Очевидно, 0<Л<<
<В<оо, так как контур S гладкий. Тогда из последнего

равенства следует

Тем более
S S

A>2 Ац А#<)

и, в силу определения и\(о) и неравенств (12),

im^^^im:^
Л* К



§ 109. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА 479

Подставив это в (13), получим

J R (а) и\ (а) do < 2* \ (-g-)2 da + Г j* (-f-f da,

К' = 2ВК(\+Щ1А. (14)

Теперь нетрудно доказать неравенство (11). Имеем

J R (а) ы2 (a) da = J* # (a) [«, (a) + u2 (a)]2 da <

< 2/?* j u\ (a) da + 2 J /? (a) «| (a) da,
Л? Л2

где R* = max R (о). Воспользуемся неравенствами (12) и (14) и

положим К\ = max(2kR*y4K,2K')\ мы получим тогда

j* R (a) «2 (a) da < К, { J (-^-)2 da + J* [(^-J + «2 (a)] da ].
Займемся теперь решением смешанной задачи теории

потенциала. Пусть v(x,у) — функция, сопряженная с искомой и(х,у),
равная нулю в начале координат, и f(z) = и + iv. Будем искать

п

приближенное решение в виде fn (z) = un+ ivn = 2 cikzk9 Im (a0) = 0.
ft°»0

Коэффициенты многочлена fn(z) определим из условия

К\ ^2

Условия (15) приводят к системе линейных уравнений с

неизвестными аи\ докажем ее разрешимость. Рассмотрим
гильбертово пространство, элементы которого суть гармонические в Q

функции, представимые через функцию Грина, а скалярное
произведение определяется формулой

*■.•>-/(»+££)*+{££*•
Теперь минимальное условие (15) принимает вид ||м — ип\\2= min;
так как.нп есть линейный агрегат линейно независимых

функций 1, Re(zft), Im(zft), то по доказанному в § 102 линейная

система, к которой приводит условие (15), разрешима
единственным образом.

Докажем теперь, что fn(z)-*f(z) равномерно внутри Q.

Прежде всего, опираясь на следствие 2 из теоремы 1 § 105, мы,
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как и в предшествующем параграфе, докажем, что каждый из

интегралов в (15) стремится к нулю, но тогда стремится к нулю,

в силу неравенства (11), и интеграл J R(a){u — unfda. Теперь
л,

j R(o)(u-un)2de^R* j(u-unYdo+ J R(o)(u-unf de-+0.

S л-i A.2

Далее,

f(2)-M*)—5Г \{u-Uil)T{z;t)do =
s

=±\vmiu-un)n^Ldo,
где T(z\ £) — ядро Шварца1) области Q. По неравенству Буня-
ковского

|f(2)-f„(z)P<4^ l^^dolR{a)(u-unfde. (16)
s s

Если aeQ', где Q'—замкнутая область, лежащая внутри й,
то T(z\Z) непрерывно, первый интеграл в (16) ограничен, и так

как второй интеграл стремится к нулю, то /п (г) —► f {z)
равномерно в Q.

§ 110. Плоская задача теории упругости

Мы ограничимся случаем заданных смещений; случай
заданных напряжений не имеет никаких существенных отличий. По-

прежнему мы здесь ограничимся рассмотрением односвязной
конечной области. Точку z = 0 поместим внутри области.

Как известно2), наша задача сводится к отысканию двух

голоморфных в рассматриваемой области Q функций <р(г) и г|з(г),
связанных на контуре S области й соотношением

*Ф(0-С?Ю-Ф(б-вг(С). 0)

Здесь х = 3 — 4а, где а — постоянная Пуассона, g(t) — заданная

непрерывная на S функция. Решение краевой задачи, таким

образом сформулированной, существует2), причем можно еще

потребовать, чтобы <р(0) = 0. Можно доказать3), что контурные

1) Определение и свойства ядра Шварца см. в книге автора [7].
2) См. Н. И. Мусхелишвили [2].
3) См. статью автора [1]. Доказательство, данное в этой статье, может

быть упрощено.
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значения cp(z) выражаются через g(z) формулой вида

s s
(2)

где К\ и /Сг — непрерывные функции точек z и £ на кривой S.

В силу леммы 1 § 105 отсюда легко следует оценка

IIФII < С || g ||, С - const. . (3)

Заменим в (1)' все члены комплексно сопряженными,

умножим на -g^j-
в

, 2SQ, и проинтегрируем по S. Это даст

S S S

или, если взять по частям второй интеграл,

Если z меняется в замкнутой области Й', целиком лежащей

внутри Q, то, применяя к последней формуле неравенство Буняков-
ского, легко найдем

I *(*)!<С llg'l, С-const. (4)

Приближенные значения функций <p(z) и г|)(г) будем искать

в виде полиномов

Ъ(*)-2а*\ *.(«)-21 Р*г*. (5)

коэффициенты которых найдем из условия

Iffn-fiTp-1| кфя («) +<W- *л {г) - g f - min. (6)

Как обычно, это условие приведем к некоторой системе линейных

алгебраических уравнений. Докажем, что эта система разрешима
единственным образом.

Изменим обозначения полиномов <pn(z) и г|зп(г) и будем
писать

п п

фЛ (z) = S (aak-i + m2*) z*, фя (2)« 2 (<%+2/г+1 + 'огл+аи-г) г\

31 С Г. Михлин



4S2 ГЛ. XII. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

где на этот раз через а$ обозначены величины вещественные.
Введем далее обозначения:

Ф<2*-1) (г) = гк> 1 < k < л; Ф(2*) (г) = fe\ 2 < k < n;

Ф(т) (z) = 0, т > 2/г; ф(т) (z) = 0, 1 < т < 2л;

Ф(2*+2/*+п (г) - гк, 0 < £ <п; ф(2*+2л+2) (г) = &*, 0 < А» <л.

Тогда, очевидно,

4л+1 4я+1 4/г+1

Ф/*(гН 23 а*ф<«(г), *«(«)- 2 а**(«(г), £«(*)- Sarfwfe),
fe=i ft=»i fe=i

где

*<» (*) - *Фс» (*) - ^w («) - *(» (z).

4/1+1

Тождество 2 bkg,k) (£) = 0, £ € S, где 6& — вещественные
£=1

числа, возможно лишь, если все эти числа равны нулю.
4л+1

Действительно, если 2 bkg,k) (£)«0, то одновременно, по

теореме о единственности решения задачи теории упругости,

4п+1 4/г+1

2 bky(k) (г) - 0, 2 *»*« (г) = 0,
£—1 «в1

ИЛИ

п п

2 (*2*-1 + #2*) Z* — 0, 2 (&2/i+2*+ l + ^2*+2/*+2) ** = °»
ft^l fe-1

откуда следует, что все bj равны нулю.
Условие (6) теперь принимает вид

II4/1+1 ||2
2ад<« -g\ =min,

II k=\ ii

или, так как числа а& — вещественные,

4/1+1 4«+1

2 ауа* (gnu 8м) - 2 2 ak Re (g, g(W) + (g, g)« min.
/, k=*i w

Дифференцируя это по fy и приравнивая нулю результат, мы

получим систему линейных уравнений с неизвестными ah\

4/1+1

2a*Re(g(*)f ff(/)) = Re(gfff(/))f /=1, 2, ...,. 4л+1. (7)
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Докажем, что система (7) разрешима, для чего рассмотрим

однородную систему

4л+1

2**Re(£(*>, £</))-(), /-1, 2, ..., 4л+1. (8)
k—\

4/1+1

Полагая g(Q = 2 &(*)£<*) (Oi можно ее записать в виде
£«*i

Re(ff, ?(/>) = О, /=1, 2, ..., 4/1+1.

Умножая на bj и складывая, получим, учитывая, что bj—
вещественные: Re(§9 g) = 0. Но Re(g, g) = Re||g||2 = ||g||2. Отсюда
g=0 и по доказанному выше bk = 0, k = 1, 2, ..., 4/г + 1.

Система (8) имеет, таким образом, только тривиальное решение.
Отсюда следует, что неоднородная система (7) всегда

разрешима.

Исследуем сходимость приближенного решения к точному.
Если данная функция g(£) достаточно гладкая1), то q>'(z) и

\|)(z) будут непрерывны в й. Опираясь на следствия из теоремы
Уолша и на теорему существования и единственности нашей

задачи, мы легко найдем, что ||gn — g\\ —►О. На основании

неравенства (3) ||фп — ср|| -+0; в силу теоремы 2 § 105 qpn (z)-+q)(z)
равномерно внутри Q. Наконец, из (4) следует, что равномерно
внутри Q будет ^п (г) -+ г|з (г).

_

Равномерная сходимость будет иметь место в Й, если

потребовать, чтобы минимальное значение приняла величина

Результате настоящего параграфа без затруднений
переносятся на случай неизотропной среды.

§111. Периодическая задача теории упругости

Рассмотрим односвязную область Q плоскости z = х + iy9
ограниченную кривой */ = у(х), где у(х)— периодическая,
непрерывная и достаточное число раз дифференцируемая функция
от х. Период у(х) обозначим через L. Пусть к контуру
области Q приложены внешние силы, которые также изменяются

периодически с тем же периодом L. Как было установлено2),
функции ф(г) и t|)(z) могут быть представлены в виде

<p(z) = <Po(z) + pz, $(z) = ^{z)-z(p'{z)+$KZ. (1)

*) Достаточно, чтобы #'(£) удовлетворяло условию Липшица с

положительным показателем.

2) См. книгу автора [7], § 55,

31*
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Здесь фо(г) и tyo(z) — периодические, с периодом L, функции,
х = 3 — 4а (а— коэффициент Пуассона) в условиях плоской

деформации их=(3-а)/(1+а) в условиях обобщенного
плоского напряженного состояния. Наконец,

p = /(* + iT)/(l+x)Lf (2)
где X и У суть составляющие по осям х и у главного вектора
внешних сил, приложенных со стороны положительной нормали
к дуге контура, отвечающей периоду1).

Подставляя (1) и (2) в краевое условие плоской задачи

теории упругости

С»

где £ — точка дуги С, Xv и Yv — составляющие напряжений,
действующих на эту дугу, мы приведем это условие к виду

Фо(0 + (С —C)4«(C) + *o(C)-f(C). (3)
где /(£) — некоторая заданная непрерывная и периодическая
функция точки £.

Преобразование

eL
2
= t (4)

переводит полосу 0Kx~4iL в плоскость t, разрезанную вдоль

положительной действительной полуоси, а дугу С— в некоторый
замкнутый контур Г. Будем считать, что упругая среда заполняет

область над кривой у = у(х), тогда часть полосы 0^x-<L,
заполненная упругой средой, перейдет в область 2',
расположенную внутри Г и разрезанную вдоль положительной

действительной оси. Функции Ф (t) = ф0 (-^т In А и ^(Ов<Фо("55"'пЧ гол°-

морфны в 2'. Будучи периодическими относительно z, эти

функции принимают одинаковые значения в геометрически
совпадающих точках разреза и, следовательно, непрерывно продолжимы
через разрез. Но тогда, как известно, эти функции аналитически

продолжимы через разрез и голоморфны во всей области 2,
заключенной внутри Г. Задача сводится к определению
голоморфных в 2 функций Ф(/) и Чф), удовлетворяющих на Г краевому

условию

Ф(т)-2т1п|т|Ф7М + Ч^)-,Р(т); /Чт) = /(-^Inr). (5)

Мы придем к уравнению (5), если положим в (3) £ = -о—г In т.

1) Эту дугу мы будем рбозначать через С
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Применим к нашей задаче прием, аналогичный тому, которым
воспользовался Д. И. Шерман1), давая свой вывод уравнений
Лауричелла. Будем искать Ф(0 и ^(t) в виде

Г Г

г г

где а означает комплексную координату точки на Г и со

(а)—неизвестная функция точки а.

Составим теперь выражение (b(t) — 2tln\t\<I>'(t) + y¥(t), где

t — точка внутри Г:

г

1
ш J a-f 2ш J a-f m 1 o — t w

.
г г г

Допустим теперь, что t->x, где т — точка контура Г.

Используя известную теорему о пределе интеграла типа Коши, получим

Ф(т)-2т1п|т|Ф^ + ¥ф»
/\, 1 Г /wi a — * 1 Г a In | a I — т In I т I *—7-7

Г Г

В силу уравнения (3) полученное выражение равно F(t).
Теперь в первом интеграле положим a— т = reib, а второй
интеграл возьмем по частям. Мы получим тогда интегральное
уравнение, эквивалентное системе двух уравнений типа Фредгольма
с непрерывным ядром2):

co(x)+l{co(a)^ + 1Lj^)i-51n|qj:T:in|T|rfa = ^(T). (7)
Г Г

Докажем, что уравнение (7) разрешимо, какова бы ни была

функция F(x). С этой целью рассмотрим однородное уравнение

MT) + ^f«o(a)^ + ^fM7)^91a'^1,,|-T|^-0 (8)

1) Д. И. Шерман [I], см. также книгу автора [7], § 56.

2) Мы получим эту систему, отделив в (7) действительные и мнимые

части и приняв за неизвестные Re{o)(x)} и 1щ{со(т)}.



486 ГЛ. XII. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

и допустим, что оно имеет некоторое решение оэо(а). Положим

^.W-5rJ^*+-SrJ£S7LKW*r.
(9)

Эти функции решают однородную задачу теории упругости,
поэтому если мы положим

«И, (г)-Ф (в***), iM*)-*(ea,fa'L), *(г) = *0(г)-2ф{(2).

.то необходимо щ(г) = iaz + b, ty(z) =—Б и, следовательно,

■фо(г) = —iaz— Б, где а и b — постоянные. Так как щ{г) и i|)o(z)
периодичны, то а = 0 и потому q>o(z) = Ь, \|>o(z) = —Б. Подставив
это в (9), мы получим тождества

2ш* J

1
2m'

©0(а) + 2а In

а-

j
г

1*1
-t

©0(а) - 6

o-t

с>о(*) + *

Лг =

dcr =

= 0, ]
= о,

(Ю)

верные, если t лежит внутри Г. Отсюда следует, что функции
6(t) и e(f), определенные на Г равенствами

Й (or) = ©о (a)-ft,

/в (а) = (о0 (а) + 2а In | а 10' (а) + б.! СЮ

голоморфны вне Г и равны нулю при t = оо. Исключая из (11)
©о (т), получим

6(a)-20ln|a|6,(a) + 8(0)^26/-O. (12)

Область плоскости t, лежащая вне Г, отвечает на

плоскости г части полосы 0*Cx*CL, лежащей под С. Уравнение (12)
показывает, что б(/) и e(t) + 2Ы решают периодическую задачу

теории упругости при отсутствии внешних сил для области,
лежащей под кривой у = у(х). Но тогда 6(t) = &', e(t) + 2Ы=—Ъ\

Так как 6(оо) = 0, то Ьг = 0 и, следовательно, 6(a)s=0. Далее,
е(оо) = 0 и, поэтому, Ь = 0; теперь из (11) следует о>о(а) = 0.

Интегральное однородное уравнение (8) имеет единственное

решение соо(а)2=0. Отсюда следует, что уравнение (7) имеет

решение, и притом единственное, какова бъ\ ни б$лла его правая
часть,
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Отделив в (7) вещественные и мнимые части и приняв за

неизвестные функции coi(t) = Re{co(t)} и со2(т) = 1т{ш(т)}, мы

получим систему фредгольмовых уравнений вида

Щ М + J {Кп (т, a) (Oi (а) + К{2 (*, о) щ (а)} dsa = Fx (т),
г

Щ (т) + J {/C2i (т, а) щ (а) + К22 (т, а) ©2 (а)} ds0 = F2 (т),
г

rfsa = |rfa|, j
где ядра Кшп (т, а) непрерывны и где обозначено F\ (т) =
= Re{F(T)}, F2(r)=lm[F(x)}.

Как мы доказали, система (13) разрешима единственным

образом. Разрешающие ядра этой системы, которые мы

обозначим через /?тп(т, а), непрерывны в силу непрерывности ядер
Kmn(i, о). Решение системы (13) имеет вид

©IМ = Л W + J (Ян (т, a) fх (а) + Rl2 (т, a) F2 (a)} dsa,
г

оэ2 (т) = F2 (т) + J {/?21 (т, a) Fx (а) + #22 (т, a) F2 (a)} ds0.
г

Второе выражение умножим на i и прибавим к первому.
Обозначая /?п + iR2\ = /?i, R\2 + iR22 = R2, будем иметь

(o(T) = F(T)+J{/?1(r,a)F1(0) + /?2(r, a)F2(a)}rf50. (14)
г

В качестве основного пространства нашей задачи введем

гильбертово пространство L2(T) 1). Ядра R\ и R2t будучи
непрерывными, ограничены. Отсюда следует, что

J j\Rk(r,o)\2dsadsx<B2, k=l, 2,
г г

где В — некоторая постоянная. Из формулы (14) следует, что

Ы<№\+В{\\Рх\\ + №2\\). Далее,

\\F\?= j\F{x)\^sx= j {FiW + FUrfids^KFttf + KFj.

l) С тем же успехом можно ввести пространство L2{p\T) с любым
весом ру ограниченным сверху и снизу положительными числами. Мы этим

воспользуемся в § 112.
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Отсюда IIFill^tlFH, IIFalKIIFH. Это дает

IIcdIKBJIFII, В,-1+2Я. (15)

Из второй формулы (6) следует, что во всякой замкнутой
области, целиком лежащей внутри Q, имеют место оценки вида 1)

|Ф(О1<0,||©11, 1^(01< D2\\ со ||, DUD2 = const,

или, если воспользоваться оценкой (15),

|Ф(/)КЛ||П 1

| 4(t)\ <1У\\П J
Ub)

Далее, на основании той же формулы (15) и леммы 1 § 105

|| Ф || < D0|| F ||, D0 - const. (17)

Сделаем теперь следующее замечание. Из краевого условия

(5) Ф(0 и ^(t) определяются не вполне однозначно — можно

заменить Ф(*) через Ф(/) + Л,а^(0 — черезY(0 —*Я,гдеЛ —

произвольная постоянная. При нашем способе решения этот

произвол устранен благодаря специальному представлению
функций Ф(0 и ^(t) по формулам (6), и именно для функций,
определяемых этими формулами, установлены оценки (16) и (17).
Докажем теперь, что указанные оценки сохраняют силу

(разумеется, при измененных значениях постоянных D, D' и D0),
если нормировать Ф(/) так, чтобы Ф(0) = 0. Действительно,
чтобы добиться такой нормировки, достаточно из функции
Ф(/), определяемой формулой (6), вычесть постоянную

Л = -оТ
Ю

do. К функции ¥(<) необходимо прибавить

А=— тггт- - do. Обозначая новые функции через (£>i(t)

г

_1
2ш

Г

и 4*1(0» имеем

•.w-ij^-srj*!1*'-*»-*
г г

г

1) Чтобы получить оценку для I ¥(/)!, следует сперва второй интеграл
в выражении Ч^/) взять по частям.
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Теперь IIOitOIKIIOWD + IWIISC^oO^+IWD. Далее,

||Л|р=/|Л|2^0 = |Л|2/, (18)
г

где / — длина контура Г. С другой стороны,

1Г ) Г г

Обозначим через б кратчайшее расстояние от начала

координат до Г. Тогда 1/|а|<1/б, и 1 А \2 < 4я262 || (о |р. Подставив

это в (18) и воспользовавшись оценкой (15), мы получим

||Л||<^-||Л. Отсюда HOilKCollFII, C0 = D0 + В1Ц(2п6).
Таким образом, <&\(t) имеет оценку типа (17). Точно так же

доказывается, нто Q)\(t) и 4fi(0 имеют оценку типа (16).
Оценки (16) и (17) позволяют обосновать применение метода

наименьших квадратов к нашей задаче. Положим приближенно

Ф(0 « Ф»(0- 2 akt\ W(t) « ¥„(*)- S bktk;
fe=l fc=0

обозначим

^W-O.W-KlnlTlOKW + Y^x)
и определим коэффициенты аь и && из условия

||F-FJP = min. (19)

Повторяя рассуждения § 110, найдем, что \\F — Fn\\-*0.
Отсюда на основании оценок (16) и (17) вытекает, что

11Ф — ФЛ-+0 и что ФП(*)-*Ф(0, ¥«(*)-*¥(*) равномерно во

всякой области, целиком лежащей внутри Г.

§ 112. Напряжения в упругой области,
ограниченной синусоидой

Для иллюстрации метода рассмотрим случай, когда упругая

среда заполняет область, расположенную над синусоидой
y = smx.

Для упрощения вычислений допустим, что к границе области

приложены только нормальные усилия, которые изменяются

периодически по закону

Yy= — qcosxJYl + cos2# , q = const. (1)
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Тогда

f (s) = / J {Xv + iYv) ds = q sin x. (2)

Преобразование
t = eiz (3)

переводит дугу синусоиды CXx^C2jt в контур Г, уравнение
которого (здесь х играет роль параметра)

x==ei (x+ i sin x) = e-sinx (cos x +1 sin ху (4)

Уравнение (5) в § 111 в нашем случае принимает вид

Ф{%)-2%\п\х\Ф' (%) + "$ {%)= - q\n |т|. (5)

Контур Г симметричен относительно мнимой оси, поэтому если
точка т лежит на Г, то на Г лежит и точка —т. Заменим в (5) т

на ~ х и в полученном равенстве заменим все члены

сопряженными:

0(-%) + 2%\n\x\<!/(-%) + xe{-%)=-q\n\%\. (6)

Равенство (6) показывает, что наряду с функциями Ф,(/) и Wjt)
нашу задачу решают также функции Ф(—t) и Ч? (—?). Но

функции Ф(/) и 4?(t) определяются единственным образом, если

только выполнено условие нормировки, например, вида Ф(0)= 0.

Отсюда следует, что

Ф(-?) = Ф(0, чг (-*)-*(*). (7)

Если Ф(<) и ¥(0 разложены в ряды по полиномам

Ф(<)=£ So»***, Y(*)~2 tbnkzk,

ТР в силу (7) можно считать, что

ank
= (-l)kank, bnk = {-\)kBnk. (8)

Отсюда следует, что коэффициенты при четных степенях t

вещественные, а при нечетных — чисто мнимые. Приближенные
значения Ф(£) и *Р (t) будем искать в виде полиномов четвертой
степени. В силу сказанного выше их можно искать в виде

ф (t) = iaxt + a2t2 + iazt3 + a4t4,
V (0 = a§ +Щ + ct7t2 + «V8 + a9t\
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где коэффициенты аи а2, ..., ад — вещественные. Условие (19)
§ 111 принимает вид

|| iaxx + а2т2 + ш3т3 + а4т4 — 2f In | т | (— iax + 2а2х — Зш3т2 + 4а4т3) +

+ а5
— /а6т + а7х2 — ш8т3 + а9т4 |р = min. (9)

Обозначим через фь(т), k = 1, 2, ..., 9, множитель при а*

под знаком нормы в (9), так что, например,

ф1(т) = /(т + 2т1п|т|), ф2(т) = т2-4т21п|т|, (10^

и т. д. Условие (9) принимает более простой вид

II 9 IP
12ялфл + ?1п|т| = min. (И)
II fe=-i ||

Отсюда, учитывая, что коэффициенты аи вещественные, мы

придем к системе

9

SafeRetob9/)}=-^Re{(ln|t|,V/)}, /=1, 2, ..., 9. (12)
&=»1

Введем пространство 1г(р, Г) с весом р= l/V 1 + cos2*

Тогда вычисление интегралов, входящих в коэффициенты
системы (12), может быть довольно просто выполнено с помощью

известной формулы

1j eizcos e cos mQ dQ = ftj^ ^
о

верной при m целом; здесь Jm — функция Бесселя первого рода
и индекса т. Заменив z на ш, мы приведем эту формулу к виду

in

1 j* e-n cos 6
cos m9 dQ = tmjm цп) (

Вычислим, например, величину (q>i, <pi), которая является

коэффициентом при а\ в первом уравнении системы (12). Имеем

■ cos2 х
(Ф1,Ф1>- [ (х + 2х\п\х\)(х + 2х\п\х\)-==2=

J, у 1+ cos

- f {j т |2 + 41 т Pin2j т 1 + 2(т2 + т2) In| т j} , fT 2
.

«> у 1+ cos2 x
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Введем в качестве переменной интегрирования х по формуле i

х = ei{x+is'inx). Тогда
2Я

(<Pi> Ф1)= \ е-г*[пх (1 + 4 sin2 х — 4 sin x cos 2x) dx =
о

= f e-Zsin x (3 + 2 sin * - 2 cos 2x - 2 sin3x) dx.

о

Сделаем подстановку лг = л/2 + #; в силу периодичности под-

интегральной функции можно принять за пределы
интегрирования —л и л:

п

(<Pi, <Pi)= j e~Zcosy{3 + 2cosy + 2cos2y + 2cos3y)dy =

я

= 2 J е-3 cos * (3 + 2 cos у + 2 cos 2у + 2 cos 3у) dy =
о

= 2л [3/0 (3/) + 2//, (30 - 2/2 (3/) - 2*73 (3/)].

По таблицам Янке и Эмде ([1], стр. 342) находим (q>i, <pi) =
= 2л (3 • 4,8808 — 2.3,9534 + 2 • 2,2452 — 2 • 0,9598) = 18,6128л.
Точно так же

(«Pi, <fc) = i\ (T + 2fln|f|)(f2-4T2ln|x|)-7fi^=- =J у 1 -f cos2 х

23Х

=

J 6>~4 sin x {ie~ix - (2ie~3ix - 4ie3ix) sin x - 8ieix sin2 *} dx.
о

Отделяем вещественные части:

2Я

Re (q>!, ф2) = J e~4 sin x {sin x — 6 sin 3x sin x + 8 sin3 л:} dx =
о

2Я

= J e~4 sln * (7 sin x - 3 cos 2x + 3 cos 4л: - 2 sin 3x} dx,
о

что после подстановки х = л/2 + у дает

я

Re (<Pi, ф2) = 2 J e~A cos у (7 cos j/ + 3 cos 2*/ + 2 cos 3*/ + 3 cos 4#) d*/=
о

= 2л (-7 . 9,7595 + 3 ■ 6,4222-2-3,3373 + 3 . 1,4163) = - 102,9512л.
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Аналогично определяются и остальные коэффициенты.
Для вычисления функций Бесселя от мнимого аргумента

были использованы таблицы Янке и Эмде [1], а также «Таблицы
значений функций Бесселя от мнимого аргумента», изд. АН

СССР, 1950; в тех случаях, когда нужные значения аргумента
отсутствовали в таблицах, была использована известная

рекуррентная формула

Jn+i (x) = Jn-x (х) --j-Jn(*)•
На стр. 493 приведена таблица коэффициентов и свободных

членов системы (12).
Решая систему (12), получим

ах = -0,6053, аА = -0,002533, а7 = 0,2241,

а2= -0,1226, а5 = 0,01649, а8 0,1723,

а3 = 0,007774, а6 =
- 0,3763, а9 0,04594.

Величина (11), соответствующая построенному приближению,
равна 0,0159ш72. Отметим, что

2Я

\\ln\T\f=jsm2xe'^xdx=lA0l8n.
о

Отсюда видно, что построенное приближение удовлетворяет в

среднем краевым условиям с погрешностью, равной

V- °'0159
~ 10%1,4018
~

iU/°'

§ 113. Об одном прямом методе,
близком к методу наименьших квадратов1)

Г. Рассмотрим уравнение

Lu = A0u + Ku = f, (1)
в котором Ло и К—некоторые линейные операторы,
действующие в сепарабельном гильбертовом пространстве Я; будем
считать, что Dao<^Dk. Для приближенного решения уравнения (1)
иногда используется2) прямой метод, весьма близкий к методу
наименьших квадратов: выбирается координатная
последовательность ф^е^Ло» я— 1> 2, ..., и строится приближенное
решение в виде

п

ип
= 2 я*Фь (2)

з1)
См. статью автора [21].
См., например, М. Ф, Кравчук [1].
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коэффициенты ah определяются из линейной алгебраической
системы

(Lun, Л0ф/) = (/, Л0Фу), /— U 2 л. (3)

Теорема 1. Пусть 1) уравнение (1) разрешимо
единственным образом; 2) оператор Aq1 ограничен и определен на всем

пространстве Я; 3) оператор Т=*КАо1 вполне непрерывен в Я;
4) система элементов {фп} Ао-полна в Я. Тогда для достаточно
больших п система (3) разрешима единственным образом и

имеют место соотношения

ип~*Щ, (4)
Lun-+f9 (5)

где щ— решение уравнения (1).
Доказательство. Положим Л0фп = t|?n, А0ип = vn,

А0и0 = v0. Элемент v0 удовлетворяет уравнению

v0 + Tv0 = f9 (6)

в котором оператор Т вполне непрерывен; к уравнению (6)
можно применить процесс Бубнова — Галеркина1), причем, в

силу условия 4) теоремы 1, систему {г|зп} можно принять за

координатную, а это приведет нас к системе (3). Отсюда сразу
вытекает, что эта система единственным образом разрешима,
если только п достаточно велико. Далее, имеем vn-*Vo или

A0un-+AoUo\ так как оператор Л^1 ограничен, то ип-+ио.

Наконец, Кип = Tvn-* Tvq = Km и, следовательно, Lan-> LuQ = /.
2°. Рассмотрим случай, когда Л0 — невырождающийся

эллиптический оператор вида А0и = — ^ -^- (Afk -^-j, заданный на

/, fe-i ! * k

функциях, которые обращаются в нуль на границе данной
конечной области Q m-мерного пространства. Пусть К—
дифференциальный оператор первого порядка, коэффициенты которого
по крайней мере ограничены; координатные функции выберем
так, чтобы условие 4) теоремы 1 было выполнено. Краевую
задачу предположим разрешимой единственным образом.

Нетрудно видеть2), что к этой задаче можно применить

теорему 1. Действительно, условие 2), очевидно, выполнено, более

того, оператор АГ1 вполне непрерывен в Я = £г(£0.

■) См. § 94.
2) Дальше используются некоторые факты теории соболевских

пространств, а также некоторые понятия и теоремы функционального анализа.
См. 3. И- Смирнов [4], Н. И. Ахиезер и И. М. Глазман [1].
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Проверим условие 3). Как известно, оператор Ао
/2

переводит любую функцию из Z,2(Q) в некоторую функцию из W{2 (Q);
последующее применение оператора К дает опять функцию
из L2(Q). Оператор KAo"h определен, таким образом, на всем

пространстве L2(Q); из замкнутости оператора обобщенного

дифференцирования вытекает, что оператор КА^2 замкнут и

потому ограничен в Я, но тогда оператор КАо~1 вполне

непрерывен в Н.
3°. Введем теперь в рассмотрение гильбертово пространство

#ь в котором скалярное произведение и норма определяются
формулами (и, v\ = (A0u, A0v), \\ и \\х = \\ А0и ||.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1,

и пусть, кроме того, оператор Т' = Ао~1К вполне непрерывен

в НХу а система {фп} полна в Н\1). Тогда справедливы все

утверждения теоремы 1.

Система уравнений (3) очевидным образом преобразуется
в следующую:

(ип + Гипу Ф/), = (F, ф,),; F = Aolf. (7)

Систему (7) можно получить также, применяя метод Бубнова —

Галеркина к уравнению и + Vu = F, которое эквивалентно

уравнению (1) и содержит вполне непрерывный оператор.
Отсюда сразу вытекает, что система (3) единственным образом
разрешима при достаточно большом п и что \\un — u0\\i =
=11Л (un—Uo) II гс-»оо-*в' Теперь из ограниченности оператора Л"1

вытекает соотношение (4). Далее,

lim || К (ип - щ) || = lim || Г (ип - щ) ||, - О,
П-*оо П->оо

и справедливо соотношение (5).
Сходимость рассматриваемого процесса для указанного

выше эллиптического уравнения вытекает также и из теоремы 2.

§ 114. Применение метода наименьших квадратов
к отысканию собственных значений

Пусть А — самосопряженный (но не обязательно

положительный) оператор, действующий в сепарабельном гильбертовом
пространстве Я. Будем считать, что спектр оператора А

дискретен, т. е. что его собственные числа, которые могут быть поло-

!) Для этого достаточно, чтобы система {фп} была Лр-полна в Я.
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жительными, отрицательными или равными нулю, все имеют

конечную кратность и сгущаются только на бесконечности, а

система собственных элементов оператора полна в Я1).
Пусть собственные числа оператора Л, занумерованные в

каком-либо порядке, суть Ки ta, ..., Яп. ...» и пусть <рь ср2, ...

..., Фп, ... суть соответствующие им ортонормированные
собственные элементы. Если \i

— некоторое вещественное число, то

оператор 5 = Л— \хЕ (Е— тождественный оператор) также

самосопряженный, и его спектр состоит из собственных чисел

Хп— м-» п = 1» 2, ..., которым соответствуют те же собственные
элементы фп, п = 1, 2, ... Докажем, что собственные числа

оператора В2 = (А — \кЕ)2 суть (К — \i)2> n = 1,2, ,.. Имеем

ЯфяНЯя-^фя. (О

Применив к обеим частям этого равенства оператор В, получим

В\п - (К -1*) Д<Р» = (К - и)2 Фл. (2)

Отсюда,следует, что (Хп— \i)2 есть собственное число

оператора В2. С другой стороны, пусть У— собственное число

оператора В2 и ф'— соответствующий собственный элемент

52ф'—Я'ф' = 0. Это можно представить в виде

{в + VVe) (в - УгТе) ф' - о.

Положим Может случиться, что 0 = 0,

тогда + VV есть собственное число оператора В. Если же

(о=£0, то равенство {В + |/V £)©«() показывает, что — У17
есть собственное вдело того же оператора. Таким образом, либо

+ У^/у либо — У%! (а, может быть, и оба эти числа) находятся

среди чисел %п — \к\ во всех случаях число %' находится среди
чисел (Хп — м-)2» что и требовалось доказать.

Равенства (1) и (2) показывают, что все собственные

элементы оператора А суть также собственные элементы

оператора В2; этот оператор имеет, следовательно, полную в Н

систему собственных элементов. С другой стороны, поскольку

K-z+z*00* то и fy/г-И')2 »-»«>> °°> и> ясно> чт0 оператор В2

имеет дискретный спектр.
Из известных теорем теории операторов в гильбертовом

пространстве вытекает, что В2 — самосопряженный оператор. Его
наименьшее собственное число есть наименьшее из чисел

1) Требование дискретности спектра на самом деле необязательно и

может быть ослаблено. О понятии самосопряженного оператора см. В. И.
Смирнов [4] или Н. И. Ахиезер и И. М. Глазман [1].

Щ С. Г. Михлии
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(%n — \i)2 — пусть это будет (lj — \i)2. По формулам (6) и (7)
§ 40

(Яу--|х)2 = гшп(ВЧ и), (3)

где минимум ищется при дополнительном условии

(и, и)-|| ар-1. (4)
Если )ь есть собственное число оператора Л, то \i

= Х$9
оператор В2 имеет собственное число, равное нулю, и не является

положительно определенным. Если же \х не есть собственное
число оператора Л, то (kj — \i)2>0 и оператор В2
положительно определен. В этом случае, как доказано в п. 1 теоремы 3

§ 40, можем написать

(Я/-ц)2= min \u\2Bi (5)

при дополнительном условии (4). Ниже мы предполагаем, что

li не есть собственное число оператора А.

Для дальнейшего существенно, что множество элементов

энергетического пространства Нв2 совпадает с областью DA

определения оператора А и что

|и|в, = Ми-|ш||. (6)
Наметим доказательство последнего утверждения. Нетрудно

доказать, что DB = DA\ каждое из этих множеств состоит из

тех и только тех элементов, для которых сходится ряд
оо оо

2 I (". Фп) Р С; при этом Ви = 2 (", Ф«) {К - ц) ф„- (7)
Я«=1 /1 = 1

Аналогично DB* состоит из тех и только тех элементов, для кото-
оо оо

рых сходится ряд 2 I (и, Ф„) |2Я«, и В2и = 2 («, Фя) (^-^)2фл.

Рассмотрим оператор \Ъ\, определяемый формулой
оо

|В|и-2(а, Ф»)1*»-|»1<й,. (8)

Это самосопряженный положительно определенный оператор,
квадрат которого равен В2; можно писать поэтому |5|=У"В2.
Очевидно, область D\B\ состоит из тех и только тех элементов,

для которых сходится- ряд

Si (и, Ф*)Р-|Я„-М2=2|(«, Ф*)12(Я„-ц)2.
«=1 /г«1

Но этот ряд сходится одновременно с рядом (7); отсюда

следует, что D\B\ = Db = Da-
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Как известно из теории операторов, такой «квадратный
корень» можно построить для любого положительного оператора.
В книге автора [11] показано, что энергетическое пространство
Не любого положительно определенного и самосопряженного
оператора С состоит из тех же элементов, что и область Dy^-,
и что |и|с = ||УСи\. В нашем случае это означает, что Нв> и

D\b\ = Da состоят из одних и тех же элементов и что \u\Bi =
= ||| В \и\\. Но из формулы (8) видно, что

111ЯМР-J3l(«, Ф») Р -1 ХЛ — I* р — Д51 (и, ФЛ2(Я«-ц)2-

4|Btt|PH|i4tt-|iK|pf

и наше утверждение доказано. Теперь ясно, что

ftz-liF-minMa-iuilP (9)
w&DA

при дополнительном условии (4); очевидно, что минимум
достигается при и = q>j.

Формула (9) показывает, что для определения собственного

числа, ближайшего к заданному числу \х, можно пользоваться

методом наименьших квадратов. Более определенно, эта

формула дает способ уточненного определения любого собственного

числа Xj самосопряженного оператора Л с дискретным
спектром, если известно приближенное значение для Xj, более
близкое к A,j, чем к любому другому собственному числу. Пусть \х

—

указанное приближенное значение. Чтобы определить точное

значение Xj, достаточно найти величину б2 = min || Аи — \хи ||2;
u^DA

\\и\\2 = 1. Тогда Xj = \i ± б; знак плюс или минус берется в

зависимости от того, будет ли \х приближенным значением с

недостатком или с избытком.

Для приближенного вычисления величины б, т. е. минимума
(9), воспользуемся обычным приемом. Выберем координатную
систему {г|?п}, Ё-полную в Я; такая система одновременно полна

в Н (см. § 102); из формулы (6) легко усмотреть, что система

{tyn} полна и в энергетическом пространстве Нв>- Заметим, что

если нуль не есть собственное число оператора Л, то существует
ограниченный оператор Л~1 и полнота в Н вытекает из Л-пол-
ноты. В этом случае достаточно выбрать координатную
систему Л-полной — нетрудно видеть, что такая система

одновременно и 5-полна. Потребуем еще, чтобы при любом п элементы
п

фь г|)2, ..., 1|зп были линейно независимы. Положим ип = 2 CLk^k

32*
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и определим постоянные ak из условий
п

II и IP = S akam(tyk, *m)=I. (10)
ft, m=l

/г

Мы-|ш|Р= 2 ¥m(4-^, Лг|)т-цг|?т) = тт. (11)
ft, m=l

Обычным способом мы приходим к линейной однородной
алгебраической системе

п

2 ак {o>km - рРы) = 0» т = 1, 2, ..., я, (12)

где акт
= (Лфй - м%, Лфт - И>т)> Ры = (г|)Ь г|зт); через р

обозначен множитель Лагранжа. Иключая из системы (12)
неизвестные akl получим уравнение для р:

«И
- PPll «12

- pPl2 • • • 'Ощ
- PPl/l

а21
"" РР21 «22

— Р?22 * « • а2п
~ Р$2п = 0. (13)

а«1
— PPftl <*л2

— РРя2 • • • апп
"" РР/г

Оператор Л самосопряженный, а число ц, вещественное.

Отсюда следует, что акт = ат&, т. е. что матрица элементов акт

эрмитова и корни уравнения (13) вещественные. Подставив
какой-либо корень этого уравнения в систему (12), мы сделаем

ее определитель равным нулю; значения неизвестных

определяются тогда с точностью до произвольного множителя,

который можно будет найти из уравнения (10).
Уравнение (12) умножим на ат и просуммируем по т.

Используя (11) и (12), получим р= \\Аип — \шп\\2. Отсюда видно,
что min \\Аип — [шп\\2 равен наименьшему из корней уравнения
(13). Уточненное значение числа Xj мы найдем по формуле

Я/ « Я/^ = \х ± V Pift)t где р\п) означает наименьший из корней
уравнения (13); знак плюс или минус, как и выше, выбирается
в зависимости от того, будет ли \х приближенным значением с

недостатком или с избытком.

Нетрудно доказать, что lim hf* = Я/.
П-+оо

Формула (9) получена в статье Н. М. Крылова и Н. Н.

Боголюбова [1] применительно к двум случаям, когда оператор А

есть либо симметричный оператор Фредгольма, либо
обыкновенный линейный дифференциальный оператор второго порядка,
самосопряженный в смысле Лагранжа и определенный на

функциях, которые обращаются в нуль на концах заданного

сегмента. В этой работе авторы производят также некоторые оценки

разности |Я/ — Я/п)| в зависимости от гг.
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§ 115. Пример
Для иллюстрации метода § 114 рассмотрим задачу о

собственных числах оператора

(1)
d2

~£г. «(ОНО, и'(1) + «(1Н0.

Общий интеграл уравнения
— d2u/dx2 = Хи имеет вид

и = С, cos Y^x + C2 sin yTx; (2)
краевые условия дают С\ = 0 и

__

v + tg v = 0, v - Y%; (3)
корни этого уравнения нетрудно найти с достаточной точностью;

их квадраты дают собственные числа задачи.

Оператор (1) положительно определенный (§21) и имеет

дискретный спектр (§ 45); наименьшее собственное число

оператора (1) A,i > 0. Положим [х = 0. Ближайшее к нулю

собственное число оператора (1) есть Я1# По формуле (9) § 114 Я? =

= min Г \и"{х)]2dx при дополнительном условии J и2{х)dx=\.
о о

В качестве координатных функций возьмем простейшие
полиномы, удовлетворяющие краевым условиям (1).
Соответствующая собственная функция имеет вид С2 sin УХ^ х и,

следовательно, нечетная, поэтому достаточно ограничиться
полиномами нечетной степени. Нетрудно проверить, что полиномы

^н^-'-^гтт*2'**1' лв1' 2> ••■'

удовлетворяют краевым условиям (1); полнота этой системы,
а также ее Л-полнота очевидны. Ограничиваясь тремя членами,
положим т = aii|n + a2^2 + a3xf»3; уравнение (13) § 114
принимает вид

3-
71
420 Р

19

2-

270" Р

211
5544 Р

340
63

7

19
270 Р

273

2079 Р

107
5148 Р

2

39^
7

2263

308

211

5544
Р

107

5148 Р

149

11440 Р

= 0

или, после раскрытия определителя,
-6_3,п,_ 10-2р2.- 0,25547 • 10"У + 0,193776 . 10"У - 1,0794647р + 17,731598 = 0.

Наименьший корень этого уравнения р<* = 16,940326, откуда

Я(13) = Кр^ = 4,11586.
Значение vi3> = 2,02876 удовлетворяет уравнению (3)

с точностью до единицы последнего знака.
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